157 ENDOMORPHISMES TRIGONALISABLES. ENDOMOR-
PHISMES NILPOTENTS.

Soient k un corps, E un k-ev de dimension finie n et u € L(E).

1 Définitions et caractérisations

1.1 Trigonalisabilité

Définition 1. Un drapeau (complet) de E est une suite D =
(Eo,...,E,) den+1sevde F telle que E; C E;41 pour tout 0 < i < n.
Une base (e, ..., e,) est dite adaptée au drapeau D si E; == (e1,...,€;)
pour tout 0 < @ < n. (L’existence d’une telle base est donnée par le

théoréme de la base adaptée.)

Remarque 2. Une base (eq,...,¢e,) de E est adaptée a un unique dra-
peau (Ey, ..., E,), défini par E; == (e1,...,€;),0 < i < n. Deux bases
B et B’ sont adaptées au méme drapeau si et seulement si la matrice de
passage de B a B’ est triangulaire supérieure.

Définition 3. On dit que u est trigonalisable s’il existe une base de E
dans laquelle la matrice de u est triangulaire. Une telle base est appelée
base de trigonalisation de u. Une matrice de M,, (k) est dite trigonali-
sable si elle est semblable & une matrice triangulaire.

Théoréme 4. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) w est trigonalisable,
(ii) w stabilise un drapeau de F,

(iii) w est annulé par un polynéme scindé sur k, [Man, IX.1.3 p. 93]

)
(iv)
)

(V) Xu est scindé sur k.

m, est scindé sur k,
[Gou, p. 164]

Corollaire 5. Si u est trigonalisable et F' est un sev u-stable de F, alors
Up = ul? est trigonalisable.

Corollaire 6. Si M € M,,(k) est trigonalisable alors *M aussi.

Remarque 7. Lorsque k est algébriquement clos, tout endomorphisme
est trigonalisable.

Exemple 8. Tout endomorphisme diagonalisable est trigonalisable.

-1 ..
(1) 0 >, de polynéme caractéristique

xu = X2+ 1, est trigonalisable sur C. Elle ne I'est pas sur R.

Exemple 9. La matrice M = (

Corollaire 10. Lorsque k£ = R ou C, toute matrice trigonalisable M €
M, (k) est orthogonalement trigonalisable.

Théoréme 11. Les matrices hermitiennes sont orthogonalement diago-
nalisables (et & valeurs propres réelles).

Théoréme 12 (Cayley-Hamilton, [Gou, th. 3 p. 177]). m, divise x,.

Théoréme 13 (Trigonalisation simultanée, [Gou, th. 5 p. 166]).
Soient (u;)je; une famille d’endomorphismes trigonalisables de FE
commutant deux & deux. Alors il existe une base de trigonalisation
commune a tous les u;, ¢ € I.

1.2 Nilpotence

Définition 14. On dit que w est nilpotent s’il existe m € N tel que
u™ = 0. Dans ce cas le plus petit entier m satisfaisant cette propriété
est appelé lindice de nilpotence de u et est noté n(u) (c’est aussi le degré
de 7). On note N(E) 'ensemble des endomorphismes nilpotents de E.

Remarque 15. Si n > 1, un endomorphisme nilpotent n’est jamais
inversible. Un endomorphisme nilpotent et diagonalisable est nul.

0 1 (0)
Exemple 16 (Bloc de Jordan). J, = est nil-

(0) 0
potente, d’indice de nilpotence n.
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Exemple 17. D: P € k,[X] — P’ € k,[X] est nilpotent d’indice n+1.

Exemple 18. Si u € M(E) alors 'endomorphisme v — uo v de L(E)
est nilpotent.

Proposition 19. Si u est nilpotent et F' est un sev u-stable de F, alors
up est nilpotent, et de plus n(ur) < n(u).

Proposition 20. Si v € M(E) alors Au € J(E) pour tout A € k.
Autrement dit 91(F) est un cone, de sommet 0 € L(E).

Proposition 21. Si u,v € L(F) sont nilpotents et commutent, alors
u + v et w o v sont nilpotents. De plus n(u + v) < n(u) +n(v) — 1 et
n(uwowv) < min(n(u), n(v)).

Proposition 22. Si u est nilpotent, alors il existe x € FE tel que
(z,u(x),...,u™™=1(z)) est libre dans E. En particulier, n(u) < n et
n(u) —1 <rgu < n.

Exemple 23. (X", DX"™,...,D"X") est une base de k,[X].

Théoréme 24. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) w est nilpotent,

il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire
stricte,

u est trigonalisable et sa seule valeur propre est 0,

0 est 'unique valeur propre de u dans toute extension algébrique
de k,

Xu = X7,
u™ = 0.

Proposition 25 ([FGN, ex. 2.28 p. 109]). Siu € M(E) alors pour tout
1< i< n,tr(u) =0 . La réciproque est vraie lorsque car k = 0.

Proposition 26 ([Gou, ex. 5 pp. 188-189] ou [FGN, ex. 4.17 p. 237]).
Si k = R ou C, alors M € M, (k) est nilpotente si et seulement si la
matrice nulle est dans I’adhérence de la classe de similitude de M.

Proposition 27 ([Gou, ex. 6 p. 125]). Vect N(E) = Ker tr.

Proposition 28 ([DSP]). Soit V un sev de L£(F) inclus dans M(FE).

Alors dimV < @

Théoréme 29 (Burnside, [FGN, ex. 3.8 p. 185]). Tout sous-groupe de
GL,(C) d’exposant fini est fini.

2 Décomposition de Dunford

Théoréme 30 (Décomposition de Dunford, [Man, prop. 1.1 p. 105]).
On suppose que X, est scindé sur k. Il existe un unique couple
(d,v) € L(E)? satisfaisant les conditions suivantes :

(i) u=d+v, (iii) d est diagonalisable,

(ii) d et v commutent, (iv) v est nilpotent.

De plus, d et v sont des polynémes en u.

Exemple 31. La décomposition de Dunford de la matrice M = ((1) ;)
est M = M + 0 (M est diagonalisable!).

Applications

Proposition 32 ([Gou, ex. 5 p. 202]). L’exponentielle matricielle réa-
lise une surjection de M,,(C) sur GL,(C). Par conséquent GL,(C) est

Proposition 33 ([BMP, ex. 4.18 p. 215|). Pour tout u € L(E), exp(u)
est diagonalisable si et seulement si u est diagonalisable.

connexe par arcs.
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Application 34. Pour expliciter, connaissant les valeurs propres de
A € M, (C), les solutions de I’équation différentielle linéaire X' = AX,
ou celles de I’équation récurrente linéaire U,41 = AU,, on peut diago-
naliser A (lorsque c’est possible), ou bien utiliser sa décomposition de
Dunford, ou encore la trigonaliser.

Proposition 35. Pour A € M,,(C), on note p(A) = supycs, 4 || le
rayon spectral de A. Alors AP — 0 < p(4) <1
p [eS)

3 Réduction de Jordan

Définition-proposition 36 (Suite d’inclusions des noyaux itérés).
Soit pour tout i € N, r; = rgu’. La suite (r;);en est décroissante et
convexe. Le plus petit entier m € N tel que r,, = 7,+1 est appelé
indice de "endomorphisme u. Pour tout 0 < i < m, Keru® C Keru‘*!
et Imu’ O Imwu'*!; pour tout m < i < n, Keru' = Keru™ et
Imu® = Imu™.

Proposition 37 ([FGN, ex. 2.38 p. 128]). Soit m l'indice de u. Alors
E =Imu™@Keru™, et les (co)restrictions de u & Im u" et Ker u™ sont
respectivement inversible et nilpotente.

Remarque 38. Si v € M(E), alors I'indice de u coincide avec n(u).

Théoréme 39 (Réduction de Jordan cas nilpotent, [Man, X.2.]).
Soit u € M(E). Alors il existe une unique famille d’entiers (n1,...,np)
soumis & n > ny = ng = --- = np > 1 telle que v admette la matrice

diagonale par blocs de Jordan Jy,, Jn,, .., Jn,. De plus :
. p=dimKeru;

. les X™ sont les invariants de similitude de u (J,,, = C(X™)).

. n1 est I'indice de nilpotence de u;

Remarque 40. Pour un endomorphisme v € L(E) dont le polynéme
caractéristique est scindé, on obtient sa décomposition de Jordan en
considérant les (co)restrictions de u & ses sous-espaces caractéristiques.

Définition 41. Le tableau de Young associé a la famille (nq,...,n,) est
le tableau a p lignes tel que pour tout 1 <14 < p, la ligne i a n; cases.

Exemple 42. Soit N € Mi7(k) tel que les Ker N*, i = 1..6, ont pour
dimensions respectives 5,9,13,15,16,17. Le tableau de Young et la ré-
duite de Jordan de N sont

[ 1] T

L (0) Ji
Proposition 43 ([Man, prop. 2.10 p. 113]). La classe de similitude
d’un endomorphisme nilpotent est déterminée par le tableau de Young
associé a sa réduite de Jordan.

Attention 44. Deux endomorphismes nilpotents qui commutent n’ont
pas nécessairement la méme décomposition de Jordan (cf. J,, et J,,?).

Applications

Proposition 45. Le nombre de classes de similitude de D(E) est égal
au nombre de partitions de I’entier n.

Proposition 46 ([Mnea, §10 p. 62]). Soit v € M(E). La dimension du
commutant C(u) = {v € L(F) | uwv = vu} est égale a la somme des
carrés des longueurs des colonnes du tableau de Young de u.

Proposition 47 ([Tos|). |M(F,")| = g1,

Proposition 48 (Ordre de Chevalley, [Mneb, p. 182]).
Pour tous M, N € M, (C) nilpotentes, C(M) C C(N) si et seulement
si les sommes des longueurs des lignes du tableau de Young de M sont

une a une inférieures a celles du tableau de Young de NV.

benjamin.dadoun@ens-cachan.fr - v20140910

3/4



http://benjamin.dadoun.free.fr/157.pdf?c

Références

[BMP] Vincent BECK, Jérome MALICK et Gabriel PEYRE : Objectif
Agrégation. 28 édition.
[DSP] Clément DE SEGUINS PAzzis : Sous-espaces vectoriels de ma-

trices nilpotentes. In Revue de la Filiére Mathématiques, numéro
118-1.

[FGN] Serge FRANCINOU, Hervé GIANELLA et Serge NICOLAS : Oraux
X-ENS : Algébre 2.

[Gou|] Xavier GOURDON : Algébre. 28™¢ édition.

[Man| Roger MANsuy : Algeébre linéaire. Réduction des endomor-
phismes.

[Mnea| Rached MNEIMNE : Réduction des endomorphismes.
[Mneb| Rached MNEIMNE : Eléments de géométrie, actions de groupes.

[Tos] Nicolas TOSEL : Quelques dénombrements dans M, (F,). In
Revue de la Filiere Mathématiques, numéro 117-1.

benjamin.dadoun@ens-cachan.fr - v20140910 4/4



http://benjamin.dadoun.free.fr/157.pdf?c

	Définitions et caractérisations
	Trigonalisabilité
	Nilpotence

	Décomposition de Dunford
	Réduction de Jordan

