224 EXEMPLES DE DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES
DE SUITES ET DE FONCTIONS.

Soient E un espace métrique, F' un espace de Banach sur K = R ou C,
fig: D C E — F et a un point d’accumulation de D. On notera V(a)
I’ensemble des voisinages de a.

1 Relations de comparaison

Définition 1. On dit que f est dominée par g au voisinage de a et on

note f(x) = 0 (9(@)) (ou (z) < g(x)) si
30 >0, 3V € V(a), Yo € VD, [ f(@)] < Cllg(@)].

Remarque 2. f est bornée au voisinage de ¢ < f(z) = O (1).
r—a

Définition 3. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a
et on note f(z) = g(g(x)) (ou f(z) < g(x)) si
x a r—a

Ve >0, IV e V(a), Ve e VN D, |f(z)| <ellg(x)]-

Notation 4 (Equivalent). f(x) ~ g(x) <= f(z) —g(x) =
Remarque 5. Sil € F, alors f(z) — { <= f(x) —{ =
r—a

Si Pon a déja précisé que © — a et s’il n’y a pas ambiguité, on écrira
par exemple f(x) = O(g(z)) ou f < g au lieu de f(z) = O (g(z)).
r—a

Exemple 6 (suites). E = N U {400} usuel, a = 400, F = R. Pour
tous a, B > 0,7 > 1,

1 < log(n)® < nf < 4" <nl<n™ (lorque n — +00).

Exemple 7 (fonctions). E = C usuel, a = co, F' = C. Pour tout poly-
nome P € C[X] de degré d, P(z) = O(z%) lorsque |z| — +o0.

3 )

Attention 8. Il vaut mieux ne plus lire ‘=" comme une égalité a pro-
prement parler, et considérer que O,_,,(g(z)) désigne lensemble des
fonctions (ou bien l'une d’elles) dominées par g(z) lorsque = — a.

Exemple 9. Si II(x) est le nombre de nombres premiers inférieurs ou

xX

égaux a x, alors II(z) ~ Toa(zy lorsque z — +o00.

Exemple 10. Si (¢,) € CZ est la suite des coefficients de Fourier d'une
fonction f C*° 2w-périodique, alors Vk € N, ¢, = oi(|n|_k').
n—xroo

Propriétés 11. (Dans les relations ci-dessous, il est sous-entendu que & — a.)
a) f(z) =0(9(z)) = [If(@)] = O(lg@)l)-
b) “O mange les constantes” : O(Ag) = O(g) pour tout A € K*.

¢) Si 'on remplace la norme de F' par une norme équivalente, on ne
change pas O.

d) O est stable par combinaison linéaire : O(g) + O(g) = O(g) et
A-0O(g) = O(g) pour tout A € K.

e) Si f(z) = O(g(x)) alors |[f(x)[|* = O(llg(x)[|*) pour tout a € Ry.
£) Si fi(z) = O(g1(x)) et fa(z) = O(g2(x)), et si B est bilinéaire
continue, alors B(f(z), f2(x)) = O(llg1(2)llg2()1]).

(On a des propriétés analogues pour la relation de négligeabilite.)
g) Si f < g et g est nulle au voisinage de a, alors f aussi.
h) < est réflexive; < et < sont transitives.
i) “Un o est un O” : o(g) = O(g).

j) “Unodun O est un 0o” : f = O(g) = o(f) = o(g).

k) “Un O d’'un o est un 0” : f = o(g) = O(f) = o(g).
)

1) Changement de variable. Soient b un point d’accumulation d’une

partie D’ d’un espace métrique, et p: D’ — D telle que ¢(y) — a
lorsque y — b. Alors f(z) = O (g9(x)) == fop(y) = O (gop(y)),

y—b

et on a la méme formule pour o.
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Exemple 12. Pour tout P € C[X], P(n)e™" = o(1).
Exemple 13. Dans £ = M, (K),

det(Id + H) = 1 +tr(H) + O(H?) lorsque H — 0.

2 Deéveloppements asymptotiques

2.1 Définitions et exemples

Définition 14. Une échelle de comparaison au point a est une famille
&, de fonctions définies au voisinage de a (sauf peut-étre en a) telle que

V(hk) € &2, h#tk = (h<<k:ou l<:<<h).

Exemple 15. {z +— (logz)*z?e®" | a, B,¢c € R, v > 0} est une échelle
de comparaison en +oo pour les fonctions de la variable réelle.

Définition-proposition 16. Soit m € N*. On appelle développement
asymptotique & m termes de f: D — F par rapport & une échelle de
comparaison &, au voisinage de a toute expression de la forme c; f1 +
cafo + - 4 ¢ fr vérifiant

1. ¢; e Ket f; € &, pour tout 1 < i < m,

2. fi < fi+1 pour tout 1 < ¢ < m,
a

3. f(2) = Sy cifi(@) + 0 (fm(a)).

Si I’on impose de plus que ¢, # 0, un tel développement est unique. Dans
le cas particulier ou D est un intervalle de R, a € R, et f;: ¢ — (z—a)*,
1 < i < m, on parle de développement limité a I'ordre m en a.

Exemple 17. Soit p, le périmétre du polygdne régulier & n sommets
inscrit dans le cercle unité. Alors p, = 21 — 3% + & + o(35).

Théoréme 18 (Formule de Taylor-Young). On suppose que D est un
intervalle de R et que f: D — F est dérivable n fois en a € D. Alors
h? h™

flath) = fa) + fla)h + f(a) 5+ + f(")(a)ﬁ +,0 (h").

Exemple 19 ([Gou, p. 90]). tan(z) =z + %3 + % + 1371157 —|—xg(§$7).

Applications 20. Les développements asymptotiques permettent de
déterminer la limite d’une forme indéterminée, de préciser la position
relative d’une courbe par rapport a une tangente ou une asymptote, de
calculer les parties polaires de fractions rationnelles.

Exemple 21. Pour tout z € C, (1 + 2)" —— €7,

n—-4o00
Exemple 22. Soit f(z) = 2®sin(1) si z # 0 et f(0) = 0.

{72 = 22 g+ ot () = 27 = 3 b + o) lorsaue
x — +oo. La parabole d’équation y = 22 — % est donc asymptote
(par valeurs inférieures) a la courbe représentative de f en +oo.

. f admet le DLy(0) f(x) = O(23) = o(a?). f est donc dérivable en 0
et f/(0) = 0. Pour autant, f n’est pas deux fois dérivable en 0.

Exemple 23. Soit la fraction rationnelle f(X) := % On a
2f(x) = (22 + D1 — 2 + 2% + o(2?)) = 1 — x + 22% + o(2?) lorsque
x — 0, donc la partie polaire de f relative au pole 0 est % — % + %
2.2 Obtention de développements asymptotiques
Proposition 24 (Comparaison série-intégrale, [Gou, p. 204]).

Soit f une fonction de [ng, +0o[ dans R.y décroissante. Alors °, -, f(n)
et f;;oo f(t)dt sont de méme nature, et

1. ¢'il y a divergence, > y_, f(k) — f:o f(t)dt converge dans R,

2. sinon, [[77 f(H)dt < e, f(B) < [T F(£)dE pour tout n > no.
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> 1. 1l existe

= 232:1%7”

= log(n) + v + o(1) lorsque n — +o0.

Exemple 25 (Série harmonique). Soit H,
v € Ry tel que H,

Exemple 26. Pour tout 0 < a < 1, 371 k=% = -n'"* + o(n'~
Pour tout a > 1, 340, & = =2n! =@ + o(n! 79).

a1
Théoréme 27 (Sommation des relations de comparaison, [Goul).
Soient Y u, € F et Y v, € Ry deux séries telles que u, = o(v,,).
1. Si Y v, converge, alors Y u, cv. (abs.) et >, o, tn = 0> 4untn)-
2. Si ) vy, diverge alors ) <, u, = O(Zkgnvn).

O().

Exemple 28. Soit pour tout n > 1, g, :_ H, —log(n) —
Alors e, —e,41 = n+1 +log(1+ )= 2n2 +0( 5 ), donc 5n = n+0(%).
D’ou H,, =log(n) + v+ 5 + o(%) lorsque n — +o0.

Exemple 29 (Sinus itére, [Gou, p. 219]). Soient uo € ]0, 3] et pour
— _ /3 _ 3V3logn log n -
n =1, up = sin(u,—1). Alors u, = /5 — =5 n\gf +o0 (n\g/ﬁ)
Théoréme 30 (Intégration des relations de comparaison, [Gou]).
Soient f: [a,b] — K, g: [a,b] = R, deux applications localement
intégrables sur [a, b] (—o0 < a < b < +00) telles que f(z) = o (g(z)).
AL

r—r

= _?F(f; g(t)dt).
= _?bjf; g(t)dt).

(Les théorémes 27 et 30 admettent des énoncés analogues pour O.)

1. Si g est intégrable, alors f aussi et f;f f(t)dt

2. Si g n'est pas intégrable alors [ f(t)dt

Exemple 31 (Logarithme intégral, [Gou, p. 169]).

/l‘ E": K 0 :c lorsque x — 400
) Iz log" 1 q :

+
o log" x
Applications 32. Les développements asymptotiques peuvent étre uti-
lisés pour étudier la convergence d’une série ou d’une intégrale.

=z
logt

log

Exemple 33 ([Gou, p. 214]). >, (_(f)% converge ssi a > 1/2.
Exemple 34. La série Y~ sin(mvn? + 1) est convergente.

2.3 Autres méthodes

Théoréme 35 (Méthode de Laplace, [Far, cas n = 1 ou 2, p. 103]).
Soient f: [a,b] = R et ¢ € C"([a, b, R) (n > 1) telles que :
(i) f est continue en a et f(a) #0;
(ii) ¢ admet en @ un minimum global strict, ¢(b~) > ¢(a), ¢ (a) = 0
pour tout 1 <i < n et p(™(a) > 0;
(i) il existe to > 0 tel que = +— e~ @) f(x) est Lebesgue-intégrable

pour tout t = .

(a)t

Alors, en notant I' la fonction Gamma d’Euler,
n!
A RY s von v

b 1/,
1) ::/a O e 5, SO 2 (@)t

z—a n
Application 36 (Formule de Stirling). I'(t + 1)t oY ottt et,
—+00

Théoréme 37 (Formule d’Euler-Maclaurin, [Gou, p. 301]). Soient

m < n dans Z, r € N* et f € C"([m,n],C). Alors
0= [ 50+ 315om) + Fo) + Z FO= ) — 4= )]
(=pr*t - ()
e /m B.(t)f\"(t)de

ot — (Bg)ken est la suite des polyndomes de Bernoulli définie par By = 1
et By, = kBj_1, fol By(z)dz = 0 pour tout k > 1

— pour tout k € N, by, = Bi(0) et By, est la fonction 1-périodique sur
R qui coincide avec By, sur ]0,1[ et vaut 3(Bj(0) + By (1)) en 0.

Application 38. H,
pour tout r € N*.

=logn+v+ 5 +3 s 1L n~k+0(n")
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3 Autres exemples de développements
asymptotiques

Exemple 39 (|[BBR, p. 27]). Soit pour tout n € N*, d,, le nombre de
diviseurs (dans N*) de l’entier n. Alors

Zdn:xlogx—i—(Zw—l)—i:

n<e

0 (V)

—4o0
ou 7 est la constante de I’exemple 25.

Exemple 40. Lorsque x — +o0,

/ smtdt T CcoSX sinx+2cosx+ﬁsinx+ ( 1 )
——_ — ol — ).
o t PR x? a3 xt x?

Exemple 41 ([Die, p. 98]). Pour tout n € N,

+oo B 7$ N 67902
. Zk122k+1x2k+1 et oo\ p2ntl |

k=0
Exemple 42 (Perturbation d’une équation différentielle). Soit

H+I+€CC2:O

Be: {x(O) —0, 2/(0)=1"

. La solution de Fy est xo(t) = sin(t).

e = 0.

. On peut chercher une solution de E. au premier ordre en € : z(f) =
zo(t) +ew(t) + O(g?) uniformément en ¢, avec w(t) a déterminer. En
réinjectant dans F., w(t) doit vérifier w” +w +sin®t = 0, w(0) = 0,
w’(0) = 0. On trouve z.(t) = sin(t) + s4cos(t)7gos(2t)73

e” l4z+Z 4+ Z0 4 o(am)
2 4 2
cosh(zx) 1+%+§7+"'+(E ];'+0($2p+1)
. 3 5 +1
sinh() o B4 Bt g 4o
3
tanh(z) o2 1Tl o (y8)
2 4
cos(e) L= & 4 g5+ ()P g + o)
. 3 5 2p+1
sin(z) A R S (§p+1)l + o(x?PF?)
tan(s) r+ 834 B o)
(1 -‘rCIZ)D‘ (a€R) 1+ ax+ M 4ot a(a—l)...ilcr—n+1)xn —‘,—o(a}")
= T+z+a?+-- +a"+o(z")
2 3 z"
log(1 + z) -5+ 5+ + (=) +o(2™)
arctan(z) z — L; + % T (=P prp-:l 1 o(x2p+2)
3 2p) z2p+1
arcsin(x) x4+ I +'%ﬂf‘* ..+,i£%§EITT,4,O(x2p+2)
3 5 +1
argth(z) T+ 4+ 12:+1 + o(z2P+2)
3 355 . z2p+1
argsh(x) % - +.(_1)PAEWEE;TT,+_O(x2p+2)

FIGURE 1 — Développements limités des fonctions usuelles.
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Autres développements possibles

— Meéthode du col [Di¢].
— Méthode de la phase stationnaire [Die].

— Développements asymptotiques de fonctions arithmétiques.
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