230 SERIES DE NOMBRES REELS OU COMPLEXES. COM-
PORTEMENT DES RESTES OU DES SOMMES PARTIELLES DES
SERIES NUMERIQUES. EXEMPLES.

Nous noterons K = R ou C. Sauf précision (un)neN, (Vn)neN,
(W )neN - - . désigneront des suites & valeurs dans K.

1 Convergence

Le mouvement est impossible, car avant d’arriver & destina-
tion, ce qui se meut doit d’abord arriver au milieu, et ainsi de
suite ad infinitum. (paradoxe de ZENON)

Définition 1. La série de terme général u,, notée Xu,, est le couple
((tn)nenN, (Sn)nen) ou pour tout n € N, S, = ug + -+ + u, (suite
des sommes partielles de la série). L’ensemble des séries sur K est muni
d’une structure naturelle de K-ev.

Définition 2. On dit que la série Yu,, est :

. convergente (CV) si (S,) converge (dans K), divergente (DV) sinon,

. grossierement divergente (DVG) si u,, #4 0 lorsque n — +00,

. absolument convergente (CVA) si 3lu,| CV,

. Cesaro-convergente (CVC) si (%H(So + -+ 5,))nenN converge,

. commutativement convergente (“CV) si (Vo € 6(N), Zuq ) CV).
Lorsque Yu,, CV, la limite de (S,,) est appelée somme de la série, et on
la note 5,720 u,,. Dans ce cas la quantité R,, = Zz_ijl-i-l ug, n € N, est
bien définie et est appelée reste d’indice n de la série.

Résumé 3. °CV <= CVA, CVA = CV = CVC et DVG = DV.
Toutes les autres implications sont fausses en général (voir les
exemples 5, 7 et 12 et la remarque 13). [Com, Gou]

Théoréme 4 (Critére de Cauchy). Yu, CV si et seulement si

m

Z ug| < €.

k=n-+1

Ve >0, BN €N, Vm >n > N,

Exemple 5. %(—1)" est CVC (de C-somme ) et DVG.
Exemple 6 (Série géométrique). Pour tout a € C, Xa™ CV si et seule-

ment si |a| < 1, et dans ce cas 3,2 a" = L.

Exemple 7 (Série harmonique). E%H est DV et non DVG.

Proposition 8 (Série télescopique). Si (v,)nen est telle que pour tout
n € N, Uy, = Vp41 — Up, alors Yu, CV si et seulement si (v,) converge.

L est CV (de somme 1).

Exemple 9. ZW

Remarque 10. Cette observation est fort utile pour les développe-
ments asymptotiques (voir le théoréme 27 et les exemples 28 et 29).

Théoréme 11 (Régle de Leibniz, critére spécial des séries alternées).
On suppose que ((—1)"up)nen est réelle de signe constant et que
(|tn|)nen décroit vers 0. Alors Xu,, CV. Pour tout n € N, le reste R,
est du signe (au sens large) de up41, et |Ry| < |uny1].  [Gou, p. 206]
Exemple 12 (Série harmonique alternée). E(;j_)ln
Une telle série est dite semi-convergente (SCV).

est CV et non CVA.

Remarque 13 ([Com, p. 55|, [Hau, p. 123]). Si (u,) € RN et Su, est
SCV, alors Va € R, 3o € 6(N), > upp) — a.
k=0 n——+oo

Utilisation des séries a termes positifs
Quelle que soit (u,)neN, 2|un| est une série a termes positifs (SATP) !

Lemme 14 ([Gou, p. 201]). Toute SATP est CV si et seulement si la
suite de ses sommes partielles est majorée.

Proposition 15. L’ensemble des séries a termes positifs convergentes
(SATP CV) est une partie génératrice du K-ev des séries CVA.
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Proposition 16. On suppose que v, est CVA. Si u,, = O(v,,), alors
Yu,, est aussi CVA.

Exemple 17 (Séries de Riemann). Vo € R, E( 10 CV <= a>1.
Siup, = O(;; LY avec a > 1 alors Yu,, CV(A). Si £ = O(u,) alors Zu,

est non CVA (comme c’est le cas de la série CV £ (n}r)l ).

Exemple 18 (Exponentielle). E% CV(A) pour tout z € C.

+oo 1
n=1 nz

Exemple 19 (Fonction zéta). ((z) := existe pour $(z) > 1.

Exemple 20 ([Hau, p. 114]). v, = (%n ~ % + % =: u, lorsque

n — +00, mais v, est CV alors que Xu, est DV.

2 Asymptotique

Proposition 21 (Comparaison série-intégrale, [Gou, p. 204]).
Soit f € C(R4,R4) décroissante. Alors X f(n) et O+Oo f(#)dt sont de

méme nature, et

L. ¢'il y a divergence, >, <, f( fo t)dt converge dans R,
2. sinon, f 1 SOAE < s f ( ) < f:oo f(t)dt pour tout n € N.

Exemple 22 (Série harmonique). Soit H, = Yj_; +,n > 1. Il existe
v € Ry tel que H,, =log(n) + v + o(1) lorsque n — +o0.

Exemple 23. Pour tout 0 < a < 1, S k™% ~ ﬁnl_o‘ lorsque
n — +o00. Pour tout o > 1, >, k% ~ —L-nl=% lorsque n — +oo.

a—1
1
(S) ~ s—1

Exemple 24. Vs > 1, 1+ W <C(s) <1+
lorsque s — 17 et ((s) — 1 lorsque s — +o0.

Proposition 25 (Reégle de Raabe-Duhamel, [Gou, p. 205]). Si u, > 0
pour tout n € N et s'il existe @ € R tel que ”Z—:l =1-2+0(n?

lorsque n — 400, alors il existe A > 0 tel que u, ~ An~%.

Exemple 26. Il existe A > 0 tel que n! ~ An e lorsque n — +o00.

Théoréme 27 (Sommation des relations de comparaison, [Gou, p. 202]).
On suppose que Yv,, est une SATP CV.

1. Si u, = o(vy), alors Zu, CV(A) et > 1o, tn = 0> kontn)-

2. Si u, = O(vy,), alors Xu,, CV(A) et Y 1o tn = O 1sntn)-

3. Siu, ~ Av, (A € K*), alors Yu,, CV(A) et Y po, tn ~ A psnUn.
On suppose que Yv,, est une SATP DV.

4. Siup = o(vy), alors 3 e tn = 0(Xk<ntn)-

5. Siun = O(vy), alors Y pcptin = O(Xpcnn)-

6. Siwu, ~ v, (A€ K*), alors Y ok<n Un ~ A k< Un-

Exemple 28. Soit pour tout n > 1, e, :— H, —log(n) —
Alors e, —ent1 = — 77 +log(1+ ) = 55 +0( 5 ), done sn = 5= +o(d).
Dot H,, =log(n) + v + 5= + o(%) lorsque n — +oo0.

Exemple 29 (Sinus itéré, [Gou, p. 219]). Soient uo € |0, 5] et pour

. 31 1
n>1, u, = sin(u,_1). Alors u,, = % 31‘0[ :\g/ﬁ +o0 (:\g/%)

Théoréme 30 (Formule d’Euler-Maclaurin, [Gou, p. 301]). Soient
m < n dans Z, r € N* et f € C"([m,n],C). Alors

= [ s+ s + +Z FO=D ) — £ )]

+ﬂ / B, (t)f™(t)dt

r!

ol — (Bg)ken est la suite des polynomes de Bernoulli définie par By =1
et B), = kBj_1, fo By.(z)dz = 0 pour tout k >

— pour tout k € N, by, = Bj(0) et By est la fonction l—périodique sur
R qui coincide avec By, sur ]0, 1] et vaut 3 (B (0) + Bi(1)) en 0.
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Exemple 31. H,, = log(n) + v+ 5 + 3525 5 (l)%n’k +0(n)
[Gou, p. 302

lorsque n — 400, quel que soit r € N*.
Formule 32 (de Stirling). n! = (2)" 27”(1+ﬁ+288%+nﬁo+0g%)).

3 Compléments

Proposition 33 (Régle d’Abel, [Gou, p. 207]). On suppose que pour
tout n € N, u, = wpv,, ou 1) (w,) est réelle et décroit vers 0,
2) la suite (Sp)nen des sommes partielles de Yv, est bornée. Alors
vn € N*, S7_gugp = SopZo (wy — wit1)Sk + wy, Sy, done Zun est CV.

Exemple 34. Pour tous § € R\ 27Z et a > 0, la série Ee

? est CV.

Théoréme 35 (de Miintz, [Gou, p. 291]). Si (un)nen est réelle stricte-
ment croissante avec ug = 0 et limu,, > 1, alors Vect(x = x¥n),eN est

dense dans (C([0, 1], - DV.

R), || - [[oo) si et seulement si ¥——

Séries entiéres

Définition 36. Il existe un unique R € [0, +00] tel que pour tout z € C,
la série Yu,z™ CV si |z| < R et DV si |z] > R. On dit alors que Yu,2"
est une série entiére de rayon de convergence R.

n . .o . .
Exemple 37. X2; est une série entic¢re de rayon de convergence infini.

On suppose dans la suite que Xunz" est de rayon de convergence au

moins 1 et on note f: x € =1, 1] S0 up,a™
Proposition 38. Si Yu, est CVC, de C-somme ¢ € C, alors f(x) ==
¢. On dit que Xu, converge au sens d’Abel (CVAD) vers ¢. [X82]

Théoréme 39 (taubérien fort, [Gou, p. 289], [X82]). SiVn, u, € R, si
Yu, CVAD vers £ € R et ¢’il existe A € R tel que nu,, < A pour tout

n € N, alors Yu, est CV, de somme /.

Remarque 40. CV <= CVC <= CVAb lorsque (u,) € (R4)N.

1-

Séries de Fourier

Si f e L, soit f: & = e;%’rgtf(t)dt sa transformée de Fourier. Si
f e LL, soient ¢, (f) == % O” f(t)e~™tdt, n € Z, ses coeff. de Fourier.

Formule 41 (de Parseval). Si f € L3_, alors

1 271'
)2
o (t)]"dt = j{:|cn
neZ
Application 42. S L=z ® ot S L= %,

Formule 43 (sommatoire de Poisson). Si f € L' NC°(R) est telle que
(i) IM >0, Ja>1, Vz e R, |f(z)| < M1+ |z|)~®

(i) ez [f(n)] < +oc.
Alors

+OO A
> )

n—=—oo

400
> fn) =

n—=—oo

[QZ, p. 96]

Irrationalité et transcendance [Duv]

Exemple 44 (p. 1). Le nombre e est irrationnel.

+oo
Exemple 45 (p. 7). Vg€ Z, |q| > 2, > g~ est irrationnel.

n=0

+o0 n
S ¢%" est transcendant.
n=0

Exemple 46 (p. 8). Vg€ Z, |q| > 2

Proposition 47 (p. 115). On dit que o € R\ Q est un nombre de
Liouville si Vn € N*, 3% €Qq>1, |a— §| < qi. Par exemple

+2%10™™ est un nombre de Liouville. Tous les nombres de Liouville
sont transcendants.
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Développements proposés

1. Théoréme de Miintz (théoréme 35). Je supposerai pour simplifier
que u,, — +00 et je ne démontrerai pas les résultats suivants :

Lemme A. Soit E un espace préhilbertien. Pour z1,...,z, € E on
note G(z1,...,2,) = det((z;, 2;))1<i j<n- Si (@1,...,25) est libre
et V := Vect(z1,...,z,), alors G(z1,...,z,) > 0 et
G(z1,...,%n, T)
Ve e E, d(z, V) = =222
v @V = o
Lemme B. Soient ay,...,an,b1,...,b, € C tels que a; +b; # 0
pour tous 1 < 4,5 < n. Alors
I1 (aj —ai)(b; —b;)
det ( ) _ 1<i<j<n
ai +b5 /1 ¢ jn [T (ai+b;)
1<t,j<n

2. Théoréme taubérien fort (théoréme 39). Je raisonnerai sur le dessin
ci-contre.
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