
913 Machines de Turing. Applications.

Les machines de Turing sont un modèle de calcul permettant de définir
formellement les notions d’algorithme, de calculabilité et de complexité.

Définition 1. Une machine de Turing (abrév. MT) est la donnée de
M = (Q,Γ,Σ, s, {⊲,�}, δ) où :
� Q est un ensemble fini d’états,

� Γ est l’alphabet de ruban,

� Σ ⊂ Γ est l’alphabet d’entrée,

� s ∈ Q est l’état initial,

� ⊲,� ∈ Γ \ Σ sont les symbole de

début et symbole blanc,

� δ ⊂ Q × Γ × (Q ⊔ {a, r}) × Γ ×D
est la relation de transition,

avec D := {←,→}. (q, a, q′, b, d) ∈ δ signifie que si M est dans l’état q
et voit a sur son ruban, elle peut inscrire b à la place et aller dans l’état
q′, la tête de lecture du ruban étant déplacée selon d. On impose que si
(q,⊲, q′, a, d) ∈ δ, alors (a, d) = (⊲,→).

Définition 2. Une configuration de la machine de Turing M est un
triplet (w, q, w′) ∈ Γ⋆ × (Q ⊔ {a, r})× Γ⋆�ω. Lorsque q = a la configu-
ration est dite acceptante. La configuration initiale sur l’entrée w0 ∈ Σ∗

est (ε, s,⊲w0�
ω). (On omettra souvent le suffixe infini �ω.)

Définition 3. Pour c1 := (w1, q1, aw
′
1) et c2 := (w2, q2, w

′
2) deux confi-

gurations de M on note c1 ⊢M c2 pour l’un des cas suivants :

- w2 = w1b, (q1, a, q2, b,→) ∈ δ et w′
2 = w′

1 ;

- w1 = w2c, (q1, a, q2, b,←) ∈ δ et w′
2 = cbw′

1.

On dit qu’une configuration c′ est dérivable à partir de la configuration c
(parM), ce que l’on note c ⊢⋆

M
c′, s’il existe une suite de configurations

c = c0, . . . , cn = c′ telle que ci ⊢M ci+1 pour tout 0 6 i < n.

On dit que le mot w0 ∈ Σ⋆ est accepté parM s’il existe une configuration
acceptante dérivable parM à partir de la configuration initiale sur w0.
On note L(M) le langage des mots acceptés par M.

Définition 4. Lorsque δ est le graphe d’une fonction (partielle),M est
dite déterministe (MTD). Il existe alors une seule exécution (finie ou
infinie) possible de M sur une entrée donnée.

Théorème 5 ([Wol, p. 148]). Pour toute MT M, il existe une MTD
Md équivalente à M, c’est-à-dire telle que L(M) = L(Md).

Remarque 6 (variantes). Nous avons défini les MT à un ruban mono-
infini, mais nous pouvons aussi considérer des MT à plusieurs rubans
(δ ⊂ Q× Γk × (Q ⊔ {a, r})× Γk ×Dk avec k > 1), infinis dans les deux
sens (pas de délimiteur ⊲). Ces définitions sont équivalentes.

1 Calculabilité

Langages récursifs et récursivement énumérables

Définition 7. On dit qu’un langage L est récursivement énumérable

(RE) s’il existe une MT M telle que L(M) = L.

Définition 8. On dit qu’un langage L est récursif ou décidable (R) s’il
existe une MTD Md telle que pour tout mot w, l’exécution de Md sur
w atteint l’état a si w ∈ L, et l’état r sinon. (Ainsi R ⊆ RE.)

Exemple 9. Tout langage algébrique est récursif.

Exemple 10. {anbncn | n ∈ N} est un langage RE (cf. figure 1) et
même R, bien qu’il ne soit pas algébrique.

Proposition 11. Il existe une MTDMU qui prend pour entrée le code
〈M, w〉 d’une MT M et d’un mot w, et simule M sur w.

Proposition 12. L(MU )
∁ /∈ RE. [Car], [Wol, p. 185]

Fonctions calculables

Définition 13. Une fonction (partielle) f : Σ⋆ → Σ⋆ est dite calculable

(par machine de Turing) s’il existe une MTM telle que, sur toute entrée
w ∈ Σ⋆ pour laquelle f(w) est défini, (ε, s,⊲w�ω) ⊢⋆

Md
(ε,a,⊲f(w)�ω).

Proposition 14. Une fonction est calculable si et seulement si son
graphe est RE. Un langage est RE si et seulement si sa fonction indi-
catrice définit une fonction calculable.
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Propriétés de clôture

Proposition 15. L ∈ R ⇐⇒ L ∈ RE et L∁ ∈ RE. [Wol, p. 187]

Remarque 16. Grâce à la proposition 12, on a donc R ( RE.

Théorème 17. 1) R et RE sont clos par union, concaténation, étoile,
intersection et image réciproque par une fonction calculable.

2) RE est clos par image directe d’une fonction calculable.

3) R est clos par complémentation.

Thèse de Turing–Church [Wol, p. 140]

Les langages décidés par une procédure effective sont les langages décidés

par une machine de Turing. Les fonctions calculables par une procédure

effective sont les fonctions calculables par une machine de Turing.

Exemple 18. Coïncident avec les fonctions calculables par MT :

� les fonctions µ-récursives — construites à partir des fonctions ré-
cursives primitives de base, de la composition et des schémas de
récursion primitive et de minimisation non bornée,

� les fonctions calculables par un programme en langage C.

Problèmes de décision

Définition 19. Un problème de décision est décrit par

(P) :

®

Donnée w ∈ L

Question w ∈ P ?

où L est un langage récursif et P ⊂ L. Savoir si l’on peut décider P
revient à se demander si le langage P est décidable (i.e. récursif).

Proposition 20 (réduction). Soient P1 et P2 deux problèmes de déci-
sion. On suppose qu’il existe une fonction calculable f : L1 → L2 telle
que w ∈ P1 ⇐⇒ f(w) ∈ P2 pour tout w ∈ L1 (ce que l’on notera
P1 ≤f P2). Si P1 est indécidable, alors P2 est indécidable.

Problème 21. L’arrêt des MT est indécidable. Plus précisément,

— Arrêt := {〈M, w〉 | M s’arrête sur w} et Arrêt∃ := {〈M〉 | ∃w ∈
Σ⋆, M s’arrête sur w} sont RE mais non récursifs,

— Arrêt∀ = {〈M〉 | ∀w ∈ Σ⋆, M s’arrête sur w} est ni RE ni co-RE.

Théorème 22 (de Rice, [Wol, p. 197]). Toute propriété non triviale
des langages récursivement énumérables est indécidable. Plus précisé-
ment, soit P ⊂ RE pour lequel il existe deux MT M1 et M2 telles que
L(M1) ∈ P et L(M2) /∈ P. Alors le problème suivant est indécidable :

(LP) :

®

Donnée 〈M〉 le code d’une MT

Question 〈M〉 ∈ LP ?
Dév. 1

avec LP := {〈M〉 | L(M) ∈ P}.

Exemple 23. “ε ∈ L(M) ?” est indécidable.

Exemple 24. “L(M) = L(M)t ?” est indécidable.

Problème 25 (de correspondance de Post). [Sip, p. 183]

(PCP):











Donnée (u1, v1), . . . , (un, vn) des paires de mots sur {0,1}

Question ∃k ∈ N
∗, ∃(i1, . . . , ik) ∈ {1, . . . , n}

k,
ui1 · · ·uik = vi1 · · · vik ?

est un problème indécidable.

Problème 26. “L1 ∩L2 = ∅ ?” (L1 et L2 algébriques) est indécidable.

Problème 27 (Indécidabilité de la logique du premier ordre).
La satisfaisabilité des formules du premier ordre est indécidable.

2 Complexité

On ne considère ici que des MT n’ayant pas d’exécution infinie.

Définition 28. Soit M une MT. Le temps de calcul TM(n) de M est
défini comme la longueur maximale d’une exécution deM sur une entrée
de taille n.
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Définition 29. Soit c : N→ N. Un langage L est dit NTIME(c(n)) s’il
existe une MT M acceptant L telle que TM(n) 6 c(n). On dit qu’un
langage L (resp. une fonction f) est TIME(c(n)) s’il existe une MTD
Md décidant L (resp. calculant f) telle que TMd

(n) 6 c(n).

Théorème 30 ([Pap, p. 30]). SoitM une MT à k > 2 rubans telle que
M ∈ TIME(c(n)). Alors il existe M′ une MT à un ruban équivalente à
M telle que TM′(n) = O(c(n)2).

Proposition 31 (Borne inférieure pour les palindromes, [Pap, p. 52]).
Soit M une MT à un ruban acceptant le langage des palindromes sur

l’alphabet {0, 1}. Alors TM(n) = Ω(n2). Dév. 2

Théorème 32 (accélération linéaire, [Pap, p. 32]). Pour tout ε > 0,
TIME(c(n)) ⊆ TIME(n+ 2 + εc(n)).

Les classes P et NP

Définition 33. On note P (resp. NP) lorsque TIME(p(n)) (resp.
NTIME(p(n))) est vérifié pour un certain polynôme p.

Exemple 34. Le problème SAT de satisfaisabilité des formules propo-
sitionnelles sous forme CNF est NP.

Exemple 35. Le problème HORNSAT de satisfaisabilité des clauses de
Horn est P.

Remarque 36. P ⊆ NP. L’égalité P = NP est un problème ouvert.

Définition 37. Soit Cℓ une classe contenant P. On dit qu’un problème
de décision P est Cℓ-complet si

1. P ∈ Cℓ,

2. P est Cℓ-difficile : ∀P ′ ∈ Cℓ, ∃f ∈ P, P ′ ≤f P.

Remarque 38. ≤ := {(P,P ′) | ∃f ∈ P, P ≤f P
′} est transitive. Pour

montrer qu’un problème P est Cℓ-difficile, il suffit donc d’exhiber un
problème Cℓ-difficile connu P ′ tel que P ′ ≤ P.

Théorème 39 (Cook–Levin). SAT est NP-complet. [Pap, p. 171]

Théorème 40. HORNSAT est P-complet. [Pap, p. 176]

Les classes PSPACE et NPSPACE

Définition 41. Une machine de Turing entrée-sortie (I/O) est une MT
à 3 rubans : un ruban d’entrée en lecture seule, un ruban de sortie en
écriture seule, et un ruban de travail en lecture/écriture.

Définition 42. Soit M une MT I/O. L’espace de calcul SM(n) de M
est le nombre maximal de cases du ruban de travail visitées par une
exécution de M sur une entrée de taille n.

Définition 43. Soit c : N → N. Un langage L est dit NSPACE(c(n))
s’il existe une MT I/O M acceptant L telle que SM(n) 6 c(n). On dit
qu’un langage L (resp. une fonction f) est SPACE(c(n)) s’il existe une
MTD I/OMd décidant L (resp. calculant f) telle que SMd

(n) 6 c(n).

Théorème 44 (accélération linéaire, [Pap, p. 36]). Pour tout ε > 0,
SPACE(c(n)) ⊆ SPACE(2 + εc(n)).

Définition 45. On note PSPACE (resp. NPSPACE) si SPACE(p(n))
(resp. NSPACE(p(n))) est vérifié pour un certain polynôme p.

Exemple 46. Le problème QSAT de satisfaisabilité des formules boolé-
ennes CNF quantifiées est PSPACE.

Proposition 47. TIME(c(n)) ⊆ SPACE(c(n)),
NTIME(c(n)) ⊆ NSPACE(c(n)).

En particulier NP ⊆ NPSPACE.

Théorème 48 (Savitch, [Pap, p. 150]). Pour tout c(n) > log n calcu-

lable, NSPACE(c(n)) ⊆ SPACE(c(n)2). D’où PSPACE = NPSPACE .

Théorème 49. QSAT est PSPACE-complet. [Pap, p. 456]
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Figure 1 – Une machine de Turing acceptant {anbncn | n ∈ N}.
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