924 THEORIES ET MODELES EN LOGIQUE DU PREMIER
ORDRE. EXEMPLES.

1 Syntaxe

Définition 1. Un langage du premier ordre est un ensemble de symboles
de fonction F et de symboles de relation P, chaque symbole s ayant une
arité a(s) € N. Les constantes sont les symboles de fonction d’arité 0.

Exemple 2. F :={0(0),+(2),s(1)}, P :={=(2)}.
Définition 3. Soit X un ensemble de variables. L’ensemble des termes
T(F,X) est défini par la grammaire
T=X[fT,....7),
————
a(f) fois

T (F) est I'ensemble des termes clos, i.e. ne contenant pas de variable.

feF.

Exemple 4. s(0) + (z + y) est un terme (en notation infixe).

Définition 5. L’ensemble des formules atomiques est défini par la
grammaire

A=R(T,...,T), ReP.
——
a(R) fois
Les formules (du premier ordre) sont alors définies par la grammaire

p=AloVoloAp|lo—=p|p|Izp|Vz e, xEX.

On note BV(yp) (resp. FV(i)) 'ensemble des variables liées (resp. libres)
apparaissant dans . On dit que ¢ est close si FV(¢) = @.

Exemple 6. ¢ == Jy =(z = y) A (Vo © = ) est une formule. On a
BV(p) = {z,y} et FV(p) = {z}.

Définition 7. Une théorie T est un ensemble de formules closes. Les
éléments de T sont appelés axiomes.

2 Sémantique |GLM]
2.1 Modeéles

Définition 8. Un modeéle M de F,P (aussi appelé F, P-structure) est
une interprétation des symboles, i.e. la donnée d’'un domaine (encore
noté M), d'une fonction fr: M) — M pour tout f € F, et d'un
sous-ensemble Ry; € M) pour tout R € P.

Exemple 9. M =N, sp:n—=n+1, =p = {(n,n) | n € N}, etc.
Remarque 10. 7(F) et T(F,X) sont des F-structures naturelles.

Définition-proposition 11. Une M-affectation o est I'unique prolon-
gement & 7 (F,X') d’une application X — M tel que

Vf e F, O'(f(tl, . 7ta(f)) = fM(O'(tl), - ,O'(ta(f))).

Définition 12. Soient M un modéle et o une M-affectation. On définit
la relation de satisfaction par induction sur la structure des formules :

« Mo E R(ty, ..., tyry) si(o(t1),...,0(tn)) € Ra,

MoEOVYsi M, o0F ¢ ou M,oE 1,

cMoEIANYSsi Mo FE pet Mo E Y,

« Mo E ¢ — 1) si M, o FE ¢ implique M, o E 1,

« M0 E—¢si M, o ¢,

« M o EJz ¢ sl existe a € M, M,ocU{z — a} F ¢,

« M, 0 EVz ¢ si pour tout a € M, M,ocU{x — a} F ¢.
On parle alors de satisfiabilité d’'une formule. On dit aussi qu’une formule
est valide lorsque sa négation n’est jamais satisfiable.

Définition 13. Soit T une théorie. On note M E T (« M est un modeéle
de T ») si M E ¢ pour tout ¢ € T'; lorsqu’un tel M existe on dit que T'
est non contradictoire. On note aussi T F ¢ (« ¢ est conséquence logique
de T ») si tout modele de T est un modéle de ¢, et Th(T) (resp. Th(M))
I’ensemble des formules closes ¢ telles que T E ¢ (resp. M E ¢).
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Exemple 14. (C*, x) et (Z/42Z,+) sont deux modéles de la théorie
des groupes, constituée des axiomes

Vo Vy Vz [(z*xy) x 2 =z % (y x 2)]
JeVr [zxe=xANexx=2x]

Ve Jy [zxy=eAy*xz =¢

(en plus des axiomes de 1’égalité exprimant que ‘=’ est une congruence).

2.2 Formes prénexe et de Skolem

Définition 15. Une formule est sous forme prénere si elle s’écrit
Qiz1 - Qpry ¢ ou Q1,...,Q, sont des quantificateurs (V,3) et ¢
est une formule non quantifiée. Lorsque Q1 = --- = @, = 3 (resp. V), la
formule est dite existentielle (resp. universelle).

Proposition 16. Toute formule peut étre transformée en une formule
sous forme prénexe ayant les mémes modéles.

Proposition 17 (skolémisation). Toute formule peut étre transformeée
en une formule existentielle (resp. universelle) en préservant la validité
(resp. satisfiabilité). (L’idée est de rendre les quantifications existen-
tielles “implicites” en utilisant de nouveaux symboles de fonction.)

2.3 Théoréme de Herbrand

1l n’est jamais nécessaire, s’agissant d’établir 'inconsistance, de pro-
duire des instantiations avec autre chose que le lexigue. — W. QUINE

On suppose que F contient une constante.
Définition 18. On dit qu'une F, P-structure M est un modéle de Her-
brand si M = T(F) et pour tous f € F et ti,...,tqp € T(F),

Tam(te, o tapy) = f(t1, .- tacp)). Un modeéle de Herbrand s’identifie
donc a ’ensemble des atomes clos qu’il satisfait.

Théoréme 19 (Herbrand). Sur F, P, un ensemble de formules univer-
selles closes a un modéle si et seulement s’il a un modeéle de Herbrand.

Proposition 20. Soit 7" une théorie. Alors T' est non contradictoire si
et seulement s’il existe 7' O F et un F’, P-modéle de Herbrand de T'.

Deux corollaires

Corollaire 21 (Compacité). Une théorie est contradictoire si et seule-
ment si elle posséde un sous-ensemble fini contradictoire.

Exemple 22. La connexité d’'un graphe n’est pas exprimable au pre-
mier ordre.

Définition 23. On dit qu'un modéle est équationnel s’il interpréte une
relation binaire comme 1’égalité dans ce modéle.

Corollaire 24 (Léwenheim—Skolem). Soit 7" une théorie admettant un
modéle équationnel infini. Alors T' a un modéle équationnel de tout
cardinal infini.

2.4 Complétude de la déduction naturelle

Théoréme 25. Le systéme NK est complet : F ¢ <— Fnk ¢.

3 Exemples de théories [DNR]

Définition 26. Soit T une théorie. On dit que T est cohérente si pour
toute formule close ¢, T ¢ ou T E —¢. On dit que T est compléte si
pour toute formule close ¢, T E ¢ ou T F —¢.

Lemme 27. Soit M un modéle. Th(M) est cohérente et compléte.
Lemme 28. Soit T une théorie. Si T est récursif alors Th(T) est récur-

sivement énumeérable.

3.1 Théorie de I'égalité

C’est la théorie constituée des seuls axiomes de I’égalité, sur le langage
F=0,P={=(2)}
Théoréme 29. La théorie de I'égalité est décidable.
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3.2 Arithmétique élémentaire

C’est la théorie @ constituée (en plus des axiomes de 1'égalité) de :
Ay: Vzx {Sz # 0},

Ag: Vo {x =0V 3y (z = Sy)},

As: Va,y {Sz =Sy — x =y},

Ay: Ve {z+0=ux},

A5 Va,y {z+ Sy =5z +y)},

Ag: Vz {z x0=0},

A7: Ve,y{zx Sy=xz xy+z}.
Théoréme 30. Th(Q) n’est ni compléte ni décidable.

3.3 Arithmétique de Peano

C’est la théorie PA := (Q U Rec ot Rec est ’ensemble des axiomes

{2(0) A (Vo ¢(z) = ¢(Sx))} — Vo ¢(),

avec ¢ une formule du premier ordre ayant une variable libre.
Proposition 31. Th(PA) est une théorie non contradictoire.
Proposition 32. Th(Q) € Th(PA).

Théoréme 33. Th(PA) n’est ni ni compléte ni décidable.

3.4 Arithmétique de Presburger [Sip]

L’ensemble des entiers naturels N est une structure du premier ordre
sur le langage F := {0(0),1(0),+(2)}, P := {=(2)}. La théorie associée
est appelée arithmétique de Presburger.

Théoréme 34. L’arithmétique de Presburger est décidable.

La théorie usuelle (avec la multiplication) est par contre indécidable :
Théoréme 35. Th(N, 0,1, +, x) n’est pas récursivement énumérable.

Corollaire 36. Th(PA) C Th(IN,0,1,+, x).

3.5 Théorie des réels

L’ensemble des réels R est une structure du premier ordre sur le langage
F =1{0(0),1(0), +(2), x(2)}, P := {<£(2),=(2)}. La théorie assicuée est
appelée théorie des réels.

Théoréme 37. La théorie des réels est décidable.

3.6 Théorie des ordres denses
C’est la théorie T, des ordres stricts (O1 et Os), totaux (Os), denses
(O4), sans plus grand ni plus petit élément (O5 et Og) :

O1: Va,y “{x <yAy<z},

Os: Va,y,z{x<yAy<z—xz<z}

Os: Ve,y{r<yVz=yVy<uz},

Oy: Ve,y Tz {a<y—(z<zAz<y)l,

Os: Vx Jy {z <y},

Og¢: Vx Iy {y < x}.

Théoréme 38. La théorie des ordres denses est non contradictoire,
compléte et décidable.
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