ABRACADABRA

Question 1. A chaque seconde un singe appuie au hasard sur une touche du clavier. Combien de temps @ se
passera-t-il en moyenne pour que le mot ABRACADABRA apparaisse a ’écran 7

Soient ¥ un alphabet fini de m = |X| lettres, p := p1---pr un mot de k > 1 lettres formé sur ¥, et
T Tensemble des mots sur X terminant par p et ne comportant aucune autre occurrence de p. Il s’agit de
déterminer la longueur moyenne d’un mot de 7, autrement dit de calculer

0 — Z |’LU‘ _ = Nty
=2 ol T 2
weT mie n=0 m
ou ty, n > 0, est le nombre de mots de T de longueur n. Pour cela nous allons explicter la somme de la série
génératrice T(X) = $/20 t, X™. En effet, 0 = Lpr(ly

Soient S I'ensemble des mots sur ¥ ne comportant aucune occurrence de p, et S(X) la série génératrice

associée : N
S(X) =Y xh=3%"s,X",
weS n=0

ol sy, n > 0, est le nombre de mots de S de longueur n. Notons que S contient le mot vide € (sg = 1) et que
les ensembles S et T sont disjoints. Nous allons chercher un systéme a deux équations reliant S(X) et T'(X).

Premiére équation. Nous avons

SUT ={c}u(S ).

Démonstration. Si w € S, alors soit w = &, soit w est de la forme w = w'a avec a € ¥ et w’ € S (sinon w
contiendrait une occurrence de p). De méme, si w € T, alors w est de la forme w = w'a avec a € L et w' € S
(sinon w contiendrait au moins deux occurrences de p). Réciproquement, si w = ¢ alors w € S, et si w = w'a
avec g € ¥ et w’ € S, alors a termine ou non une occurrence de p, donc w € SUT.

D’ou S(X)+T(x)= Y xM
weSUT

=14+ > XMW

weS-X
=1+ > Y xh
w/' €S a€EX
=1+mXx Y xM
w' €S
S(X)+T(X)=1+mXS(X). (1)

Deuxiéme équation. Soit I ’ensemble des indices i € {1,...,k} tels que p commence et termine a la fois par
p1 - Di, Cest-a-dire p1 -+ - p; = pr—i+1 - Pk (notons que I contient nécessairement k). Alors

S-A{p}=T" <|_|{pz‘+1 "'pk}> .

iel
Démonstration. Soit w = wy ---wy, € S§-{p}. Soit ¢ := max{l < £ < k | wy - wy_gte termine par p}. Alors
Wi+ Wy—gti € T, et comme w termine par p nous avons
D1 DiPit1 " Pk = Wn—k+1 " Wn—k+iWn—k+i+1 " Wn
= Pk—it+1 " - DkPit+1 " Dk,
donc py -+ p; = pr—iy1--pr- Ainsii € T et w € T - {pi+1-- px}-

Réciproquement, soit w € T - {p;+1 -+ pr} avec ¢ € I. Alors w est de la forme

w = [wlpl o 'pk—i] [pk—i+1 o 'Pk][pz‘+1 o 'pk]
€T
=wpr - Pr—i P (cari e )
N———

€S
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D’ou xks(x) = > xIvl
weS-{p}

_ Z ki xlwl

el
weT

~(ze) ()

XkS(X) = ¢(X) T(X).

Conclusion. En multipliant (1) par X*, et en utilisant (2), nous avons donc

o X)T(X) 4+ XFT(X) = XF + mXe(X) T(X),
Xk

it T(X)= .
SOl X) = S A=)
1 1 1 (km!'~F km!'=F — me(L
Par conséquent 0=—T (—) - (& —m=F m me(s) =mFe (
m m m\ m~k m—2k

Si¥ ={A,...,Z} et p = ABRACADABRA, alors m = 26, k =11, I = {1,4,11}. Ainsi

0 =26 +26* + 26 s ~ 3 milliards d’années.
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