
Analyse en moyenne du tri rapide

Algorithme 1 : Tri rapide.

Entrée : A[ℓ..r] un tableau d’éléments comparables.

Partition(A, ℓ, r)
Données : p un élément de A, i, j des indices.
Sortie : i ∈ Jℓ, rK, A étant réarrangé pour que A[ℓ..k[ 6 p = A[k] 6 A]k..r].
p← A[r] ; i← ℓ
pour j = ℓ à r − 1 faire

si A[j] 6 p alors

échanger A[i]↔ A[j]
i← i+ 1

échanger A[i]↔ A[r]
retourner i

TriRapide(A, ℓ, r)
si ℓ < r alors

i← Partition(A, ℓ, r)
TriRapide(A, ℓ, i− 1) ; TriRapide(A, i+ 1, r)

Théorème 1. Soit Cn le nombre moyen de comparaisons effectuées par l’algorithme de tri rapide (voir algo-
rithme 1) sur un tableau uniformément distribué de taille n. Alors Cn = Θ(n log

2
n).

Preuve. Lors de la première étape de partitionnement, l’algorithme effectue n−1 comparaisons pour réorganiser
les éléments de la façon suivante :

p
1 In n

< p > p

Ag Ad

Le pivot p et donc sa position finale In suivent une loi uniforme. Aussi, sachant In = i ∈ {1, . . . , n}, les sous-
tableaux Ag et Ad sont uniformément distribués. En effet chaque couple (Ag, Ad) possible peut provenir de
(

n−1

i−1

)

permutations initiales du tableau entier donc a une probabilité 1/((i− 1)!(n− i)!), ce qui correspond bien
à la probabilité uniforme sur Si−1 ×Sn−i. Ainsi C0 = 0 et pour tout n > 1,

Cn =
n
∑

i=1

1

n
(Ci−1 + Cn−i) + n− 1,

donc nCn =
n−1
∑

i=1

2Ci + n(n− 1)

= 2Cn−1 +

[

n−2
∑

i=1

2Ci + (n− 2)(n− 1)

]

+ 2(n− 1)

= (n+ 1)Cn−1 + 2(n− 1),

puis
Cn

n+ 1
=

Cn−1

n
+

2(n− 1)

n(n+ 1)
=

n−1
∑

k=1

2(k − 1)

k(k + 1)
= 2 log(n) +O(1).

D’où Cn = 2n log(n) +O(n). �
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