THEOREME D’APPROXIMATION POLYNOMIALE DE WEIERSTRASS

Soit f: [0,1] — C continue. On note w: h € Ry — sup{|f(y) — f(z)| | |z —y| < h} son module de continuité,
et pour n € N*, B, := Y"1 () X*(1 — X)"~* f(£) le n-iéme polynoéme de Bernstein de f.

Théoréme 1 (Weierstrafl, [QZ, p. 518]). ||Bn — flloo — 0. Plus précisément || By, — f|leo < Sw(n™"/?).
Lemme 2. Pour tous A,t € Ry, w(At) < (A + Dw(t).

Preuve. w(0) = 0 et w est sous-additive : si |z — y| < ¢ + ¢ alors il existe z € [z,y] tel que |z — 2| < t et
|z —y| <, done [f(2) — f(y)| < [f(2) = f(2) +f(2) = Fy)] < w(t) + w(t), puis w(t + 1) <w(t) +w(t'). On
en déduit par récurrence que w(kt) < kw(t) pour tout k € N et tout ¢ € Ry. On conclut par croissance de w :

si A\t € Ry, alors w(At) < w([A]t) < [A|w(t) < (A + Dw(t). n

Démonstration du théoréme 1. Soient x € [0,1] et (X,,)n>1 une suite de v.a. i.i.d. selon Bernoulli(z). Pour tout
n € N*, S, = X1 +---+ X, suit une loi Binom(n,z). En effet

P(S, =k) =P(k parmi n des X;, 1 <i < n, valent 1) = (Z) k(1 —z)" "

Rappelons que E[S,] = nx et V[S,] = na(1 — ac)

On observe alors que E[f(S,/n)] = S 5_q (})a*(1 — )" % f(k/n) = By, (x). D’ou, pour tout 0 < § < 1
Sn
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<w(d) +2Hf||oo (ISn = E[Sn]| > nd)
V[Sn
<)+ 20 o],
d’aprés I'inégalité de Bienaymé—Chebyshev, ou V[S,,] = nz(1 — ) < n/4. Ainsi
B |1/ lloo
1Ba — flloo < () + 1
< w(n—l/S) + Hf2||oon—1/3 ((5 — n—l/S)
= kD)

vu Puniforme continuité de f sur [0,1] (théoréme de Heine). En utilisant le lemme 2 avec t = n~"/? et \ ==
n~'72|S,(w) — nz|, on obtient plus précisément
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n
<w(n~ )E[n '8, —nx|—|—1}
= w(n™?) [0Sy — naly + 1]
Sw(n™?) [ 2|8, — nx||s + 1] (Jensen)
<w(n *1/2)[ z(1—2x) +1}
1By = flloe < Seo(n™). .

Remarque 3. Pour f: ¢ € [0,1] — |t —1/2|, w(t) = t. Avec des Bernoulli de paramétre 1/2 nous avons, d’aprés
le théoréme central limite, v/4n (S, /n — 1/2)—>X ou X ~ N(0,1). Grace au continuous mapping theorem (| - |
étant continue) on en déduit que vAnf(S,/n)%|X|. Or ||By — fllee = |Bn(1/2)| = E[£(S,/n)] donc d’aprés
le lemme de Fatou liminf v4n||B,, — flle = E[|X|] = \/2/7, ce qui implique que w(n="/?) = O(||B,, — f|l)-
L’approximation en 1/4/n par les polyndémes de Bernstein est donc optimale.
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