
Borne inférieure pour le langage des palindromes

Théorème 1. Soit M une machine de Turing à 1 ruban reconnaissant le langage des palindromes sur {0, 1}.
Alors le temps d’exécution TM de M vérifie TM(n) = Ω(n2).

Remarque 2. On sait qu’une MT à k > 2 rubans opérant en temps f(n) admet une MT équivalente à 1 ruban
opérant en temps O(f(n)2). Le théorème montre que cette borne est optimale pour le langage des palindromes.

Pour toute exécution e de M on note δ(e, i) la suite des transitions (q, a, q′, b, d) ∈ T effectuées par M lorsque
la tête de lecture sur le ruban est à la position i. On a δ(e, i) ∈ T ∗.

Lemme 3. Soient n > 1 et u, v ∈ {0, 1}⋆ tels que |u| = |v| =: n. On suppose que δ(eu, n+ 1) = δ(ev, n+ 1) où
eu et ev sont des exécutions acceptantes à partir de u0u′ et v0v′ respectivement. Alors u0v′ ∈ L(M).

Preuve. On « panache » les deux exécutions eu et ev pour obtenir une exécution e′ acceptant u0v′, comme
illustré ci-dessous. Les suites de transitions effectuées lorsque la tête de lecture est à la position n + 1 étant
identiques dans les deux exécutions, les mouvements de la tête de lecture en position n+ 1 sont en particulier
identiques.
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Démonstration du théorème 1. Considérons Pn := {u0nũ | u ∈ {0, 1}n} et pour tout u ∈ {0, 1}n, eu une
exécution de M acceptant u0nũ ∈ Pn. Pour une telle exécution e on pose ∆(e) := (p(e), δ(e, p(e))) où p(e) est la
première case du ruban d’indice dans {n+1, . . . , 2n} qui est la moins visitée par e. Supposons que ∆(eu) = ∆(ev).
Alors p(eu) = p(ev) =: m + 1 et δ(eu,m + 1) = δ(ev,m + 1). D’après le lemme 3 u0m−n002n−1−mṽ = u0nṽ ∈
L(M), donc u = v. L’application

{0, 1}n −→ {n+ 1, . . . , 2n} × T ∗

u 7−→ ∆(eu)

est donc injective. Soit kn := maxu∈{0,1}n |δ(eu, p(eu))| et u ∈ {0, 1}n réalisant ce maximum. Il existe alors une

constante C > 0 telle que 2n 6 Cn|T |kn , donc kn = Ω(n). De plus au cours de l’exécution eu la case à l’indice
p(eu) est visitée kn fois ; par définition de p(eu) les n cases du ruban en positions n+1, . . . , 2n sont alors visitées
au moins kn fois, donc la machine effectue au moins nkn = Ω(n2) transitions. �
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