CARACTERISATION DES ISOMETRIES

Proposition 1 (|Gou, p. 329]). Soient E un espace euclidien (de dimension finie), et f: E — E de classe C*
telle que pour tout « € E, d, f est une isométrie linéaire de F. Alors f est une isométrie affine de FE.

Preuve.

Etape 1. d,f est une isométrie pour tout a € F donc d’aprés I'inégalité des accroissements finis, || f(z)— f(y)|| <
|z — y|| pour tous z,y € E. Soit a € E. dof € O(E) C GL(E) donc d’aprés le théoréme d’inversion locale
f induit un isomorphisme

fracU, — f(a) € Vi
z— X = f(x),
et quitte & se restreindre & une boule centrée en f(a) et incluse dans V), on peut supposer Vy(,) convexe.

Comme dx f~! = (d,f) ! est encore une isométrie, on a donc également |z —y|| = || f~1(X) - f~1 (V)| <
[X =Yl =f(z) = f(y)l pour tous z,y € Us.

Etape 2. Pour tous z,y € U,,
(f@) = fy), f(x) = f(y)) = (x —y,x —y),

donc en différentiant par rapport a x,

Vhe E, (f(z) = f(y),daf(h)) = (h,z —y)

puis, en différentiant par rapport a y,
V(h, k) € E?, (dof(h),dyf(k)) = (h, k).

D’ot, puisque d; f et d, f sont des isométries,

Vh€ B, ||dof(h) = dy f(W)3 = lldzf (W13 + dy f(R)]3 = 2]IR]13
=0.

df est donc constante sur U,.

Etape 3. Soit A = {z € F | d,f = dof}. A est fermé (image réciproque du fermé {dof} de L.(E) par
Papplication continue df), ouvert d’aprés la question précédente (pour tout a € A, a € U, C A), et non
vide (0 € A). E étant connexe, on en déduit que A = E. Ainsi df est constante, et df — dof est nulle.
Par l'inégalité des accroissements finis, f — dof est constante égale a (f — dof)(O) = f(O). Finalement
f(bﬁ) = f(O) + 7(5?%) pour tout M € E, ot f = dof € O(E) : f est une isométrie affine. n
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