THEOREME DE CARTAN—DIEUDONNE

Soient k un corps commutatif de caractéristique différente de 2, E un k-espace vectoriel de dimension finie
n € N*, ¢ une forme quadratique non dégénérée sur F et f sa forme polaire. On note O(q) le groupe des
isométries de E : u € O(q) si V(z,y) € E?, f(u(z),u(y)) = f(x,y), ou encore si qou = q. Les réflexions de F
sont les isométries u € O(q) telles que Ker(u — Id) est un hyperplan de E.

Observation 1. Si ¢ =0 alors f = 0.

Observation 2. Pour tout (z,y) € E?, q(z +y) + q(z — y) = 2(q(z) + q(y)), donc si q(x) = q(y) # 0, alors
T +y ou x — y est anisotrope.

Théoréme 3 (Cartan, [Per, p. 187]). O(q) est engendré par les réflexions.

Démonstration. Soit u € O(q). On procéde par récurrence sur n > 1. Si n = 1 alors u = +Id, et Id est produit
de 0 réflexion, —Id est la réflexion par rapport au sous-espace (hyperplan) nul. Supposons n > 2 et le résultat
établi au rang n — 1. Il y a deux cas :

1. Il existe # € E anisotrope tel que u(z) = x. H = {(x)* est alors anisotrope et ¢ induit une forme
quadratique non dégénérée de H. Pour tout y € H, f(z,u(y)) = f(u(x),u(y)) = f(z,y) = 0, donc
u(H) C H et u induit alors une isométrie uy de H. Par hypothése de récurrence uy = rg,1 -+ rm,s ol
TH1,---,7H,s sont r réflexions de H. Si 'on prolonge les rg; a E par Iidentité sur (z), alors ry,...,rs
sont des réflexions de E, et comme u(x) = x on a encore u =1y -+ 7.

2. Sinon, u(z) = = ¢(z) =0. Il y a deux sous-cas :

2a. Il existe 2 € E anisotrope tel que y := u(x) # = et x — y est anisotrope. Soient H = (z — y)* et ry la
réflexion par rapport & H. On a f(z +y,z —y) = q(z) — q(y) = ¢(z) — q(u(z)) =0donc x +y € H, et
1
§(x+y+x—y) = 2.
rg échange donc x et y, et 7y o u(x) = x, ce qui nous raméne au cas 1. : u =rgry - rs.

riy) = 3 (i + ) — (e — ) =

2b. Quel que soit z € E anisotrope, g(x —y) = 0. Comme ¢(z) = ¢q(y) # 0, x + y est anisotrope d’apres
notre deuxiéme observation. Si ry et rx sont les réflexions par rapport & H = (z)1 et K = (z +y)*
respectivement, alors de méme que précédemment ry échange x et —x et rx échange y et —x, donc
rgrrxu(z) = x et Uon est de nouveau ramené au cas 1. : rgrgu =171 ---7r5 et enfin u = ryrgry - .

u est donc bien produit de réflexions. n

On a en fait un résultat plus précis.
Théoréme 4 (Cartan—Dieudonné, [Per, p. 190]). Tout u € O(q) est produit d’au plus n réflexions.
Proposition 5. Si n =2 alors O~ (¢) est Pensemble des réflexions de E.

Preuve. Soit u € O~ (g). Comme dans la preuve de 'énoncé 3 (cas 2a. et 2b.) il existe x € E anisotrope et une
réflexion 7 telle que ru(x) = +z. Aussi x est anisotrope donc xt # kz, et ru € OF(q) est alors une homothétie
de rapport +1 : ru = +Id. D’olt u = %7 est une réflexion. n

Démonstration du théoréme 4. Reprenons la preuve par récurrence sur n du théoréme 3. Le cas n = 1 est clair
et le cas n = 2 découle de la proposition 5. Parmi les trois cas traités pour I’hérédité, seul le cas 2b. ne passe
pas a la récurrence, car on y introduit une réflexion de trop. Plagons-nous dans ce cas en supposant que les
conditions des autres cas ne sont pas vérifiées. Soit v := u—1Id. Alors Kerv est un seti (v(z) =0 = ¢(z) = 0),

et g(z) #0 = q(v(z)) =0.
Imv est un seti. Soit z € E # {0}. Si ¢(x) # 0 alors g(v(z)) = 0. Supposons ¢(x) = 0. Nous avons dim(x)
n—1 > 2 donc (x)* ¢ (z) = (2)*+ ((x)* n’est pas un seti). Soit y € (z)* non isotrope. Alors

gz —y) =q(x+y) =q(y) # 0, donc g(v(x —y)) = g(v(x+y)) = q(v(y)) =0, puis g(v(z)) = 0. D’ott Imv
est un seti.

J_:

n est pair et Kerv et Im v sont des setim. Soit v 'indice de ¢. Par la formule du rang

n=dimKerv +dimImv < 2rv <

donc n = 2v, q est hyperbolique et Ker v et Im v sont deux setim.
detu = 1. Soit (eq,...,e,) une base de Kerv. Il existe alors (¢1,...,¢&,) des vecteurs de E tels que f(g;,¢;) =0
et f(e;,e5) = d;; pour tous 1 < ¢,j < v. En particulier b == (e1,...,€,,€1,...,6,) est une base de E,
u(e;) = e; et fu(e;), ule;)) = f(ei,ej) = 6;; pour tous 1 < 4,5 < v. On en déduit que det u = 1.
Conclusion. Par conséquent si r est une réflexion quelconque, det(ru) = —1 et ru vérifie nécessairement 1. ou
2a. ru est alors produit d’au plus n réflexions, donc en fait d’au plus n — 1 car n est pair. Ainsi u est
produit d’au plus n réflexions. ]
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