
Théorème de compacité au premier ordre et application

Théorème 1. Soit T une théorie du premier ordre. Alors T est contradictoire si et seulement si T admet un
sous-ensemble fini contradictoire.

Si ϕ := ∀~x ψ(~x) est une formule universelle (close) on note H(ϕ) := {ψσ | σ T (F)-affectation} l’ensensemble de
ses instances de Herbrand. H(ϕ) est un ensemble de formules propositionnelles sur l’ensemble des atomes clos.

Lemme 2. Soient H une structure de Herbrand, σ une substitution et ψ une formule sans quantificateurs.
Alors H, σ � ψ si et seulement si H � ψσ.

Preuve. Par induction sur ψ. Si ψ := R(t1, . . . , tn) est une formule atomique alors

H, σ � ψ
déf.
⇐⇒ (t1σ, . . . , tnσ) ∈ RH

Herb.
⇐⇒ H � ψσ.

Si ψ = ψ1 ∨ ψ2 alors H, σ � ψ
déf.
⇐⇒ H, σ � ψ1 ou H, σ � ψ2

induc.
⇐⇒ H � ψ1σ ou H � ψ2σ

déf.
⇐⇒ H � ψσ, de

même pour la conjonction et la négation. �

Lemme 3. Soit ϕ un ensemble de formules universelles closes. Alors ϕ admet un modèle de Herbrand si et
seulement si H(ϕ) est propositionnellement satisfiable.

Preuve. Il suffit de remarquer que, d’après le lemme 2, H � ϕ (au premier ordre) ⇐⇒ H � H(ϕ) (au sens
propositionnel). �

Démonstration du théorème 1. Supposons que T est contradictoire. Soit S l’ensemble des formes skolémisées
universelles des formules de T . Alors S est encore contradictoire. En particulier S n’a pas de modèle de Her-
brand, donc H(S) :=

⋃

ϕ∈S H(ϕ) est propositionnellement insatisfiable d’après le lemme 3. Par le théorème de
compacité pour les formules du calcul propositionnel, il existe un sous-ensemble fini H ′ de H(S) insatisfiable,
donc un sous-ensemble fini S′ ⊂ S tel que H(S′) ⊃ H ′ est propositionnellement insatisfiable. Il suffit mainte-
nant de remonter à T . Par le lemme 3 S′ n’admet pas de modèle de Herband. D’après le théorème de Herbrand
S′ est donc contradictoire. Comme la skolémisation universelle préserve la satisfiabilité, le sous-ensemble fini
T ′ constitué des formules de T dont les formes skolémisées sont dans S′ est lui aussi contradictoire. Le sens
réciproque du théorème est immédiat. �

Application 4. La connexité des graphes ne peut être exprimée par une formule du premier ordre. Soit T les
axiomes de la théorie des graphes :

T :

{

(i) ∀x ∀y (x ∼ y → y ∼ x),

(ii) ∀x ¬(x ∼ x).

Il n’existe pas de formule close C telle que pour tout modèle G de T , G � C si et seulement si G est connexe.

Preuve. Supposons qu’une telle formule C existe. Ajoutons deux constantes s et t au langage et considérons les
formules

P1 : ¬[s ∼ t],

Pk : ¬[∃x1 · · · ∃xk, (s ∼ x1) ∧ (x1 ∼ x2) ∧ · · · ∧ (xk−1 ∼ t)] (k > 2).

Concrètement Pk traduit l’inexistence de chemin de s à t de longueur au plus k. Considérons alors

T ′ := T ∪ {Pk | k > 1} ∪ {C}.

Soit E ⊆ T ′ un sous-ensemble fini de T ′. Soit m ∈ N
∗ tel que Pk /∈ E pour tout k > m. Le graphe

s→ x1 → x2 → · · · → xm−1 → t

(où les sommets sont interprétés distinctement) est alors un modèle de E. D’après le théorème 1 T ′ admet donc
un modèle G. Comme G � C, G est connexe. En particulier il existe un chemin d’une certaine longueur k entre
s et t. Mais c’est absurde car G � Pk. �
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