COMPLETUDE DE LA METHODE DE RESOLUTION

FIGURE 1 — Régles de résolution
(A atome; C,C” clauses)

Résolution binai SAVC AV VZ (CA()VO) V(AR VC)  mmmen(sh)
ésolution binaire : cvc’ VZ (CVC)p Z:Var((yCTvC/)H)
Factorisati binaire : AVAvVC VE (A(S) v A(t) v C) o=mgu(s,t)
actorisation binaire : ~AvCO VZ (A v O)p F=Var((A(H)VC)p)
(a) Calcul propositionnel Fg,. (b) Logique du premier ordre g .

On admet la complétude de la résolution propositionnelle.

Théoréme 1 (Robinson). Soit S un ensemble de clauses universelles. Alors S est insatisfiable si et seulement
si SFg, L

Lemme 2 (Correction). Soient S un ensemble de clauses universelles et ¢ une clause universelle. Alors
S "Rl p = SE ©.

Lemme 3 (Relévement).

1. Soient C1,Cs des clauses universelles, D; € H(C4), Dy € H(C3) telles que Dy, Dy Fr, D3 par résolution
binaire. Alors il existe une clause universelle Cs telle que D3 € H(C3) et C1,Cs Fr, Cs.

2. Soient C; une clause universelle, D1 € H(Ch) telle que D, Fg, D2 par factorisation binaire. Alors il existe
une clause universelle C telle que Dy € H(C3) et Cq Fgr, Ca.

Preuve.

1. Ecrivons

Cr=VYE (~A(S)VC) | L
Cy = Vi (A(t) v C) } TNy =2,
et Dy == (=A(s)VC)o, Dsy:=(A(t)VvC')o,
D3 = (CVvC)o.

Comme D1, Dy Fg, D3, s et t sont unifiables (so = to) ; soit alors C3 :=VZ (C'VC")u telle que Cy, Cs g,
Cs, avec = mgu(s,t). Par propriété du mgu il existe une substitution v telle que 0 = v o pu. Alors
Ds = ((CVvCHu)v € H(Cs).

2. Ecrivons C) = V& (A(s) V A(t) vV C), Dy := (A(s) V A(t) V C)a, Dy = (A(t) vV C)o. Comme Dy g, Da, s
et t sont unifiables (so = to). Soit Co == VZ (A(t) V C)u telle que Cy Fgr, Ca, avec p = mgu(s, t). Il existe
alors v telle que o0 = v o pu. D’ott Dy = ((A(t) V C)p)v € H(Cy). n

Lemme 4. Soient S un ensemble de clauses universelles et D une clause close. Si H(S) i D alors il existe
une clause universelle C' telle que D € H(C) et S kg, C.

Preuve. Par induction sur la structure de la preuve H(S) g, D.
1. Si D € H(S) alors il existe C' € S tel que D € H(C) et, bien str, S+§ C.
2. On traite le cas oti la derniére étape de la preuve est une résolution binaire : D1, Dy g, D. Par hypothése
d’induction il existe des clauses universelles C1,Cy telles que Dy € H(C1), D2 € H(Cy), S Fg, C1 et
S Fk, Co. Par le lemme 3 il existe alors une clause universelle C' telle que D € H(C) et C,C; kg, C.
D’ou S kg, C.

3. Le cas ou la derniére étape de la preuve est une factorisation binaire est similaire. n

Démonstration du théoreme 1. Si S g L alors S est insatisfiable par le lemme 2. Si S est insatisfiable, alors
H(S) est propositionnellement insatisfiable d’aprés le théoréme de Herbrand. Par complétude de la résolution
propositionnelle, on a donc H(S) F L. D’ou Sy L par le lemme 4. n
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