
Complétude de la méthode de résolution

Figure 1 – Règles de résolution
(A atome ; C,C ′ clauses)

Résolution binaire :
¬A ∨ C A ∨ C ′

C ∨ C ′

∀~x (¬A(s) ∨ C) ∀~y (A(t) ∨ C ′) µ=mgu(s,t)
~x∩~y=∅

~z=Var((C∨C′)µ)∀~z (C ∨ C ′)µ

Factorisation binaire :
A ∨A ∨ C
A ∨ C

∀~x (A(s) ∨A(t) ∨ C) σ=mgu(s,t)
~z=Var((A(t)∨C)µ)

∀~z (A(t) ∨ C)µ

(a) Calcul propositionnel ⊢R0
. (b) Logique du premier ordre ⊢R1

.

On admet la complétude de la résolution propositionnelle.

Théorème 1 (Robinson). Soit S un ensemble de clauses universelles. Alors S est insatisfiable si et seulement
si S ⊢∗

R1
⊥.

Lemme 2 (Correction). Soient S un ensemble de clauses universelles et ϕ une clause universelle. Alors

S ⊢R1
ϕ =⇒ S � ϕ.

Lemme 3 (Relèvement).

1. Soient C1, C2 des clauses universelles, D1 ∈ H(C1), D2 ∈ H(C2) telles que D1, D2 ⊢R0
D3 par résolution

binaire. Alors il existe une clause universelle C3 telle que D3 ∈ H(C3) et C1, C2 ⊢R1
C3.

2. Soient C1 une clause universelle, D1 ∈ H(C1) telle que D1 ⊢R0
D2 par factorisation binaire. Alors il existe

une clause universelle C2 telle que D2 ∈ H(C2) et C1 ⊢R1
C2.

Preuve.

1. Écrivons

C1 := ∀~x (¬A(s) ∨ C)

C2 := ∀~y (A(t) ∨ C ′)

´

~x ∩ ~y = ∅,

et D1 := (¬A(s) ∨ C)σ, D2 := (A(t) ∨ C ′)σ,

D3 := (C ∨ C ′)σ.

Comme D1, D2 ⊢R0
D3, s et t sont unifiables (sσ = tσ) ; soit alors C3 := ∀~z (C ∨C ′)µ telle que C1, C2 ⊢R1

C3, avec µ = mgu(s, t). Par propriété du mgu il existe une substitution ν telle que σ = ν ◦ µ. Alors
D3 = ((C ∨ C ′)µ)ν ∈ H(C3).

2. Écrivons C1 := ∀~x (A(s)∨A(t)∨C), D1 := (A(s)∨A(t)∨C)σ, D2 := (A(t)∨C)σ. Comme D1 ⊢R0
D2, s

et t sont unifiables (sσ = tσ). Soit C2 := ∀~z (A(t)∨C)µ telle que C1 ⊢R1
C2, avec µ = mgu(s, t). Il existe

alors ν telle que σ = ν ◦ µ. D’où D2 = ((A(t) ∨ C)µ)ν ∈ H(C2). �

Lemme 4. Soient S un ensemble de clauses universelles et D une clause close. Si H(S) ⊢∗

R0
D alors il existe

une clause universelle C telle que D ∈ H(C) et S ⊢R1
C.

Preuve. Par induction sur la structure de la preuve H(S) ⊢∗

R1
D.

1. Si D ∈ H(S) alors il existe C ∈ S tel que D ∈ H(C) et, bien sûr, S ⊢0
R1

C.

2. On traite le cas où la dernière étape de la preuve est une résolution binaire : D1, D2 ⊢R0
D. Par hypothèse

d’induction il existe des clauses universelles C1, C2 telles que D1 ∈ H(C1), D2 ∈ H(C2), S ⊢∗

R1
C1 et

S ⊢∗

R1
C2. Par le lemme 3 il existe alors une clause universelle C telle que D ∈ H(C) et C1, C2 ⊢R1

C.
D’où S ⊢∗

R1
C.

3. Le cas où la dernière étape de la preuve est une factorisation binaire est similaire. �

Démonstration du théorème 1. Si S ⊢∗

R1
⊥ alors S est insatisfiable par le lemme 2. Si S est insatisfiable, alors

H(S) est propositionnellement insatisfiable d’après le théorème de Herbrand. Par complétude de la résolution
propositionnelle, on a donc H(S) ⊢∗

R0
⊥. D’où S ⊢∗

R1
⊥ par le lemme 4. �
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