DECIDABILITE DE L’ARITHMETIQUE DE PRESBURGER

Théoréme 1. L’arithmétique de Presburger T := Th(N, 0,1, +, =) est décidable.

Démonstration. Soit ¢ une formule du premier ordre sur le langage {0,1,+,=}. Posons 3 := {0,1} et notons
T1,...,T, les variables libres apparaissant dans ¢ : ¢ = @(x1,...,2,). A tout mot w = (wy,...,w,) € (¥")*
on associe le n-uplet w := (wy,...,w,) € N" tel que pour tout 1 < ¢ < n, w; est une représentation binaire
de w; avec le bit de poids faible a droite. Nous procédons par induction sur ¢ pour montrer que le langage
L(p) ={w | T,{z; = W; }1<i<n F ¢} est régulier.
1. ¢ est une formule atomique, c’est-a-dire ¢ = z; + =; = x ou ¢ = x; = x;. Les automates ci-dessous
reconnaissent l'addition et 1’égalité binaires :

(1,1,1) (0,0,0)
(1,0,0) (0,1,1) (0,0)
(0,1,0 1,0,1) (1,1)
(1,1,0)
O G
(a) i + x5 = zk, (b) z; = z;.

2. ¢ est une négation, une conjonction ou une disjonction. L’effectivité de la cloture des langages réguliers
par opérations booléennes permet de construire un automate reconnaissant L(p).

3. =Tz P(x). Soit Ay = (X", Q,8,1, F) reconnaissant L(1)), avec z1,..., Ty, Tnt1 = @ les variables
libres de 1. Soit 7 la projection de ¥"*! sur . Nous construisons alors ’automate A, = (E", Q4
{d},d’,d, F') de la fagon suivante : soit A I’ensemble des états de Ay accessibles depuis un état initial avec
des transitions étiquetées dans [0™(0 + 1)]*. On pose

0" = ({d} x {e} x A) U {(p,7(w),q) | (p,w,q) € 5}.

Si T, {z; — W;}1<ign F @ alors il existe wy41 € L* tel que T, {x; — W, }1<i<nt1 F ¥, ce qui signifie que

w = (Wi, ..., Wk, Wnt+1) € L(¥) par hypothése d’induction : I > ¢ imw f€F, alorsd 3>A¢ i M)Ag, I
donc A, reconnait (ws,...,ws,). Réciproquement si A, reconnait (wi,...,wy) : d 3),4@ D MA,, fer
avecp € A, donc I 3 i 1>v4w P i>«4w fouv:=(v1,...,0n,Vn41) est tel que vq,...,v, € 0*. Par hypothése

d’'induction T, {z; — TW;}i<i<nt+1 F ¢, donc T, {x; — W;}1<i<n F ¢ (puisque pour tout 1 < i < n,
Tw; = W;). Ainsi A, reconnait L(p).

4. ¢ :==Vz (). Il suffit d’écrire ¢ = =(3x ~9(x)) et on conclut grace aux deux points précédents. n
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