DECOMPOSITION DE DUNFORD EFFECTIVE

Soient k un corps de caractéristique nulle, £ un k-ev de dimension finie et w € £(E) annulé par un polynome
X € k[X] scindé : x(u) = 0 avec x(X) = [[iz1 (X — X)™, a1,...,00 € N* et les A\,..., A\, € k deux a deux
distincts. On considére P := x/(x A X') = [Ti=1(X — Xi).

Théoréme 1 (Décomposition de Dunford). Il existe un unique couple (d, v) € L(E)? satisfaisant les conditions
suivantes :

(i) u=d+v, (iii) d est diagonalisable,

(ii) d et v commutent, (iv) v est nilpotent.
De plus d,v € k[u].

Lemme 2. Q(u) est nilpotent pour tout @ € k[X] tel que P | Q.

Preuve. Pour n > 1 assez grand (n = m?xlx a;), x | P" | Q™ ou x annule u, donc Q™ (u) = 0. n
1=

Construisons par récurrence une suite (P,) € k[X]N telle que, pour tout n € N,
(a) P(P,) € (P*",x),
(b) P'(P,) et P sont premiers entre eux.

Py := X convient. Supposons P;, 0 < i < n, construits satisfaisant (a) et (b).

1. Construction de P, ;1. Par (b) P'(P,) est premier avec P donc avec x : grace a l'algorithme d’Euclide
(étendu) on calcule alors une relation de Bézout U, P'(P,) + Vi, x = 1 entre P/(P,) et x, puis P41 le reste
de la division euclidienne de P, — P(P,)U,, par x :

U, P'(P,)=1 mod (x),
P,y1 =P, — P(P,)U, mod (x).

2. Verification des hypothéses.
(i) Le développement de Taylor de P(Y') en X nous donne l'existence d’un polynoéme R € k[X,Y] tel que
PY)=PX)+ (Y = X)P'(X)+ (Y — X)?R(X,Y), donc
P(Ppt1) = P(Py) + (Ppg1 — Pp)P'(Pn) + (Pos1 — Pn)zR(Pm Ppi1)

= P(Py) = P(Pa)UnP'(Pn) + P(Pa)URR(Py, Pat1)  mod (x)
= P(P,)?U2R(P,, P,;1) mod (x).

Comme P(P,) € (P?",x), on en déduit que P(Pny1) € (P2, x).
(ii) Le développement de Taylor de P’(Y) en X nous donne lexistence d’un polynéme S € k[X,Y] tel que

P(Y)=P(X)+ (Y - X)S(X,Y), donc

P/(PnJrl) - P/(Pn) = (Pn+1 - Pn)S(PnaPn+1)
E;__})(F%)[ng(fzzvf%r%l) mod (X)'

Comme P | P(P,) (vu P | x et (a), P | P'(Py+1) — P'(P,). Mais d’apreés (b), P/(P,) est premier avec P,
donc P'(P,41) est aussi premier avec P. Cela achéve la récurrence. n

Démonstration du théoréme 1. Nous avons alors
Poy1(u) = Pp(u) — P(P)(u)Up (u), (%)

mais P(P,) € (P?",x) donc x | P(P,) pour tout n > m = [logy(degx)]. La suite (P,(u))nen est donc
stationnaire a partir du rang m. Soit d := P,,(u) € k[u]. La relation de Bézout entre U,, et x montre que
U (u) est inversible, ainsi P(d) = 0 d’aprés (x). D’ou (P est scindé a racines simples) d est diagonalisable.
Comme P divise les P(P,), (x) montre aussi que d = Pp,(u) = Po(u) — Q(u) = v — Q(u) ou P | Q, donc
v:i=u—d= Q(u) € k[u] est nilpotent d’apres le lemme 2. D’ou I'existence d’un couple (d,r) répondant aux
conditions de la décomposition de Dunford de u, avec en plus d,v € klu].

Soit (d’,v") € L(E)? un autre couple satisfaisant (i), (ii), (iii) et (iv) : d'u = d? + d'v' = V'd' + d"? = ud',
donc d’ commute aussi avec d € k[u]. Aussi v/ commute avec v. Ainsi endomorphisme d —d’ = v/ — v est a
la fois diagonalisable (d et d’ étant diagonalisables dans une méme base) et nilpotent, donc nul. D’ott d = d’ et
v =1/, et I'unicité de la décomposition de Dunford. n
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