DEcomposiTION LU

Soit k un corps (commutatif). Pour tous A € M,,(k) et 0 < p < n, on note Ap(A) := det((ai;)o<s,j<p) le mi-
neur principal d’ordre ¢ de A (par convention Ag(A) = 1). On dit que A € GL,, (k) admet une décomposition LU
s’il existe une matrice triangulaire inférieure L d’éléments diagonaux tous égaux a 1 et une matrice triangulaire
supérieure U telles que A = LU.

Proposition 1. Soit A € GL,, (k). Alors A admet une décomposition LU si et seulement si A,(A4) # 0 pour
tout 1 < p < n.
Preuve.

Analyse. Supposons que A = LU est une décomposition LU de A. Pour tout 1 < p < n, on écrit

L::(Lp 0>7 U::(Up *>’
* | * 0 | =

avec L,, U, € GL,(k). Alors, un calcul par blocs donne Ay, (A) = det(L,) det(U,) # 0.

Synthése. Par récurrence sur n. Si n = 1 le résultat est clair. Supposons n > 2 et le résultat établi au rang

n — 1. Ecrivons A’
C
A= .
R | ann,

Par hypothése de récurrence, A’ = L'U’ avec L', U’ € GL,_1(k) triangulaires inférieure et supérieure
respectivement. On cherche naturellement L et U sous la forme

L::(L/ 0), U::(U/Y>.
X |1 0 |t

Alors A = LU si et seulement si XU’ = R, L'Y = C, et XY + ¢ = ayy, et il suffit alors de poser
X =RUYNY =L"1Cett:=ap, - XY. -

Proposition 2. La décomposition LU d’une matrice A est unique (sous réserve d’existence). Dans ce cas les
coefficients diagonaux uy - - - u,, de U sont donnés par u, = Ap(A)/Ap_1(A4), 1 <p < n.

Preuve. Si A= LUy = LyUs alors Ly Ly 1= UU; 1 est a la fois une matrice triangulaire inférieure d’éléments
diagonaux tous égaux a 1 et une matrice triangulaire supérieure ; c’est donc I'identité.

Soit 1 < p < n. Si l'on note Ay, L, et U, les sous-matrices principales d’ordre p de A, L et U respectivement,
alors A, = L,U, donne A,(A) = det(L,)det(U,) = det(Up) = u1---up. Une récurrence immédiate donne
up = Ap(A)/Ap-1(A). [ ]

Algorithme 3 (Calcul de la décomposition LU). L’algorithme consiste & opérer sur les lignes de A pour 1’éche-
lonner progressivement vers une matrice triangulaire supérieure. Ce faisant on multiplie A & gauche par une
matrice triangulaire inférieure T}, d’éléments diagonaux tous égaux a 1 :

/ / /
7 a1 @iz --* Qip |- Qln Ay Qg - Qppl ot X
a a DRI a DY a ! /
.1 21 a22 2p 2n by v Ahy | %
* * 1 :
ap1 Ap2 - App . a/
. PP
* % 1 a a a
nl n2 nn * e %

donc 0 # Ay (A) = ay; - - - aj,. Le choix du coefficient non nul aj;,, comme pivot permet de poursuivre 1’échelon-
nement de A.

Cet algorithme effectue ©(n?) opérations. Une fois calculée la décomposition A = LU, on peut alors résoudre
un systéme Az = b en ©(n) opérations : il suffit de résoudre successivement les systémes triangulaires Ly = b
et Uz =y.
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