DIVERGENCE DE SERIES DE FOURIER

Rappels et notations. Soit Co, C L} l'espace des fonctions continues 27-périodiques de R dans C, muni de
la norme || - [|oo. Pour f € Cax, on note S,(f;x) = S_30__, cx(f)e’*® la n-itme somme partielle de sa série de
Fourier en z € R et S*(f;x) := sup |S,(f)(z)| € [0, +o0].

neN

On rappelle que pour tout k € Z, ci(f)er = ex* f = (5= [7_f(t)e * dt)ey on ep: t € R e k € Z, est la
suite des mondmes trigonométriques. Pour tout n € N, on a S,,(f) = Dy, x f ou D,, := 3 p__. ex est le noyau

de Dirichlet.

Théoréme 1 ([Rud, p. 130]). Il existe un G5 dense E C Ca, tel que pour tout f € E, S*(f;0) = +o0.

Proposition 2 (Théoréme de Banach-Steinhaus). Soient E un espace de Banach, F un evn et (f;) € L.(E, F)!
une suite d’applications linéaires continues telle que

sup | T;|| = +o0.
iel

Alors il existe un Gs dense 2 tel que
Vo € Q, sup ||T;(z)| = +o0.
iel

Preuve. On considére les fermés A, := ;¢ [|7:]|71([0,n]) ott n € N*. Supposons que A,, n’est pas d’intérieur
vide. 11 existe donc une boule B(xg,r) C A, telle que Vo € B(zg,r), Vi € I, |T;i(z)|| < n. Si « € B(0,1), alors

T (2o + ra)l| + [ Ti(zo)l| _ 20

T; <
el | .

uniformément pour ¢ € I. D’ot sup;¢; ||T3]| < 400, ce qui est contraire & ’hypothése. Nécessairement tous les A,
sont des fermés d’intérieur vide, c’est-a-dire que leurs complémentaires sont des ouverts denses, d’intersection
Q) dense par le lemme de Baire. Soient € 2 et n € N. Nous avons x € Anc, et donc 'existence d’un ¢ € I tel
que ||7;(z)|| > n. D’ou sup; ||T;(z)|| > n, et ceci pour tout n € N, donc sup, ||T;(z)|| = +oo pour tout z € Q. m

Lemme 3. D,(t) = W pour tous n € N et t € |0, 7[, et logn = O(||Dy|1) lorsque n — +oc.

Preuve. Soient n € N et t € ]0,7[. Alors e # 1 et

Dy (t) = Zn: ikt — (e")"tt — ()™ _ (et)nF1/2 — (eit)=(n+1/2) _sin((n+1/2)t)
e B et —1 B eit/2 — e=it/2 B sin(t/2)

k=—n

Ainsi, en notant que D, (t) = D, (—t),

1 T
1Dal = / 1D, (1)

™
2 (7 |gi 1/2)t
> 7/ |sin((n +1/2) )ldt (Yu > 0, |sin(u)] < u)
Vs 0 t
9 ()T g
_ 7/ de (z + (n+1/2)t)
™ 0 xz

2~ 1 (M
> — Z — | sin(z)|dz

™ 1 km (k—1)7

4
~ — log(n) lorsque n — +oo0. ™
™

Démonstration du théoréeme 1. Pour tout n € N*, la forme linéaire A, : f € Cor — S, (f;0) est continue sur
I’espace de Banach Co,. En effet

1

A0 = |gr [ HODPLO] < 1Dl

2
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ce qui prouve aussi que ||A,]|| < || Dxnll1- Montrons que |[|Ay||| = ||Dnll1. Soient d,, = sign(D,) et dpr =
IDI\Dﬁ’ k € N. Alors dy, ;; € Cor tend simplement vers d,, lorsque k — 400, et est dominée sur [—7, 7] par la

constante 1, donc d’aprés le théoréme de convergence dominée

1 (" 1 (7 1 [7
A(dpi) = — dp k() Dy (t)dt ——— — dn(t) Dy, (t)dt = — D, (t)|dt = || Dy ||1-
(@) = 5 [ a0t 5 [ duOD.t = o [ Dol = 1D,
Dot [|[[An]l| = || Dn|li. Gréace au lemme 3 sup,,cn- |[|[An || = +00. En appliquant la proposition 2 il existe alors
un Gs dense E C Car tel que sup, o |Sn(f;0)] = sup,,en |An(f)| = +o0 pour tout f € E. n
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