ENSEMBLES DE TRANSPOSITIONS ENGENDRANT &,

Soit n > 2. On note [n] Pensemble {1,...,n} et T,, I'ensemble des transpositions de &,

Définition 1. Pour tout sous-ensemble de transpositions 7' C ¥,, on définit le graphe G = ([n],T') ou (,5)
est une aréte de Gr si et seulement si (i,7) € T. On définit sur [n] la relation d’équivalence i ~p j <=
il existe un chemin entre ¢ et j dans Gr.

Théoréme 2. Soit T' C ¥,,. Alors T engendre &,, si et seulement si G est connexe.

Démonstration. Supposons que 1" engendre G,,. Il est clair que les composantes connexes de G sont invariantes
sous l'action de T :
VT €T, V(i,j) € n]?, i ~r j = (i) ~r 7()).

Par conséquent (T') = &,, fixe chaque composante connexe C € [n]/~r. Or la seule partie non vide de [n] stable
par tous les éléments de &,, est [n] elleeméme. D’ou [n]/~7 = {[n]} : Gr est connexe.

Réciproquement, supposons G connexe. Comme %, engendre G,,, il suffit de montrer que toute transposition
est un produit d’éléments de T'. Soit donc 7 = (a,b) € T,,. Comme Gr est connexe il existe un chemin simple
a=1ig,...,ip =>bdans Gp : (ig,ik4+1) € T pour tout 0 < k < p. Or

(a,b) = (io,ip) = (ip—1,1p) - -~ (i2,83) (i1, 82) ({0, 11) (i1, i2) - - - (Ep—1, p)
donc (a,b) € (T). D’ou (T) = &,,. =

Exemples 3. Les ensembles de transpositions associés aux graphes suivants engendrent G,,.
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(a) b = {(1,2),(1,3),...,(1,n)}, (b) To = {(1,2),(2,3),...,(n— 1,n)}.

Lemme 4. Pour tout graphe G = (V, E), le nombre C(G) de composantes connexes de G vérifie
C(G) = V] - |E. (%)

Preuve. Par récurrence sur le nombre d’arétes m := |E| des graphes. Si m = 0, tout graphe G = (V,9) a
exactement C(G) = |V| composantes connexes. Supposons m > 1 et le résultat vrai pour m — 1 arétes. Soient
G = (V, E) un graphe comprenant |E| = m arétes, et e = (x,y) € E. Le graphe G’ = (V, E'\ {e}) a au plus une
composante connexe de plus que G (selon que x et y restent ou non dans la méme composante connexe), donc
d’apres 'hypothése de récurrence C(G) > C(G') —1 2 |V| = (|E|—-1) —1=|V|—|E|. ™

Corollaire 5. Soit T'C T,,. Si T engendre &,,, alors |T'| > n — 1.

Preuve. D’aprés le lemme 4 |T| > n —C(Gr). Or si T engendre &,, alors C(Gr) = 1 d’aprés le théoréme 2 (Gr
est connexe), donc |T'| > n — 1. =

Remarque inutile. Il y a égalité dans (x) si et seulement si G est une forét d’arbres.
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