
Étude qualtitative des solutions de l’équation de Riccati x′ = x2 − t

On étudie les solutions sur R de l’équation différentielle (de Riccati)

x′ = x2 − t, (E)

soit x′(t) = F (t, x(t)), où F (t, x) := x2 − t.

Lemme 1. Soient f ∈ C1(I,R) telle que ∀t ∈ I, f(t) = 0 =⇒ f ′(t) > 0. Alors f s’annule au plus une fois, et
si f s’annule en ν ∈ I alors f est négative sur ]−∞, ν[ ∩ I et positive sur ]ν,+∞[ ∩ I.

Preuve. Si α ∈ I est un zéro de f , alors d’après la formule de Taylor–Young f(t) ∼ (t− α)f ′(α) lorsque t → α,
donc les zéros de f sont isolés, f > 0 en α+ et f < 0 en α−. Si α < β sont deux zéros consécutifs, alors
f(t) ∼ (t − α)f ′(α) > 0 lorsque t → α+ et f(t) ∼ (t − β)f ′(β) < 0 lorsque t → β−, donc d’après le théorème
des valeurs intermédiaires f s’annule sur ]α, β[, ce qui est absurde. f s’annule donc au plus une fois. Le signe
de f découle aussi du TVI. �

1. Existence et régularité des solutions. F est C∞ donc localement lipschitzienne. Il existe des solutions maxi-
males d’après le théorème de Cauchy–Lipschitz. Elles sont C∞.
Soient (x, I) une solution maximale de (E), I := ]a, b[ avec −∞ 6 a < b 6 +∞. D’après (E),

x′ = x2 − t, (1)

x′′ = 2xx′ − 1, (2)

x′′′ = 2x′2 + 2xx′′. (3)

2. Points remarquables. Nous avons

x′ > 0 ⇐⇒ t < x2,

x′ = 0 ⇐⇒ t = x2,

x′ < 0 ⇐⇒ t > x2.
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Si x′(t) = 0 alors x′′(t) = −1 < 0 d’après (2). D’après le lemme 1 (appliqué à −x′), on en déduit que
x admet au plus un point critique . Si x admet un point critique ν, alors x est strictement croissante sur
]a, ν[ et strictement décroissante sur ]ν, b[. Sinon, x est strictement monotone sur I = ]a, b[. De même si
x′′(t) = 0 alors 2x(t)x′(t) = 1 d’après (2), donc x′(t) 6= 0 puis x′′′(t) > 0 d’après (3). Grâce au lemme 1
x admet au plus un point d’inflexion .
En particulier x et x′ sont strictement monotones aux voisinages de a de b dans I.

3. Toutes les solutions naissent. Supposons a = −∞. Soient c < 0 et ω :=
√
−c. Alors pour tout t < c,

x′(t) = x(t)2 − t > x(t)2 − c = x(t)2 + ω2, d’où

x′(t)

x(t)2 + ω2
> 1.

Donc, pour tout t < c,
∫ c

t

x′(u)

x(u)2 + ω2
du > c− t.

Grâce au changement de variable C1 v = x(u) ceci se réécrit :
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> c− t.

En particulier π
ω > c − t, donc t > c − π

ω , ce qui est absurde. D’où a > −∞ , et la limite de x en a+ ne

peut être finie. D’après (1), x′(t) → +∞ puis x(t) → −∞ lorsque t → a+ .
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4. Étude des solutions croissantes. Ici x′ > 0 donc ℓ := limb− x ∈ ]−∞,+∞]. Si b < +∞ alors ℓ = +∞, sinon
x serait prolongeable en b. Si b = +∞ alors x(t)2 = x′(t) + t > t donne ℓ2 = +∞, donc ℓ = +∞ encore.
Les solutions croissantes sont des bijections croissantes de I dans R.

5. Étude des solutions à domaine borné. Soit ℓ := limb− x ∈ R. Nécessairement ℓ /∈ R sinon x serait prolon-
geable en b. Mais alors x′(t) = x(t)2 − t → +∞ lorsque t → b−.
Les solutions à domaine borné sont des solutions croissantes. Comme de plus lima+ x′′ = −∞ et limb− x′′ =
+∞ (d’après (2) et (3)), x admet un unique point d’inflexion .

6. Étude des solutions ayant un point critique. Ici x′(ν) = 0, x est strictement croissante sur ]a, ν[ et stricte-
ment décroissante sur ]ν, b[. Alors d’après 5. b = +∞ . Soit ℓ := lim+∞ x′ ∈ [−∞, 0] (x′ < 0 sur ]ν,+∞[).
Si ℓ < 0 alors x(t) ∼ ℓt en +∞, puis x′(t) = x(t)2 − t → +∞, ce qui est absurde. Si ℓ = −∞ alors
x(t)/t → −∞, puis x′(t) = x(t)2 − t = t2[(x(t)/t)2 − 1/t] → +∞, même contradiction. D’où ℓ = 0. Ainsi
x′(t) = x(t)2 − t = o(1) lorsque t → +∞. D’où x(t)2/t = 1 + o(1/t), et comme x est décroissante au

voisinage de +∞, x(t) = −
√
t(1 + o(1/t))

1/2, d’où x(t) = −
√
t+ o(1/

√
t) lorsque t → +∞ . De plus le

théorème de Rolle appliqué à x′ sur [ν,+∞[ montre que x admet un unique point d’inflexion .

7. À tout instant une et une seule solution naît, une et une seule autre meurt. Soit η ∈ R. Supposons qu’il
existe une solution x de (E) qui naît (resp. meurt) en η : I = ]η, b[ (resp. I = ]a, η[). Lorsque t → η,
x(t) → −∞ d’après 3. (resp. +∞, d’après 4. et 5.), donc x est de signe constant sur un voisnage J de η
dans I. Alors y := 1/x est solution sur J de

z′ = tz2 − 1 (E’)

et de plus y(t) → 0 lorsque t → η. D’après le théorème de Cauchy–Lipschitz y est nécessairement la
restriction à J de l’unique solution maximale (z, I ′) de (E’) vérifiant z(η) = 0. Réciproquement comme
z(η) = −1, il existe un voisinage J ′ à droite (resp. à gauche) de η sur lequel z < 0 (resp. z > 0). Alors
(1/z, J ′) est solution de (E), et puisqu’elle admet une limite infinie en η, cette solution naît (resp. meurt)
en η.

8. Existe-t-il des solutions croissantes à domaine non borné ? Oui ! Considérons

A := {a ∈ R | la solution maximale naissant en a est de domaine borné},
et B := {a ∈ R | la solution maximale naissant en a admet un point critique}.

Soient a ∈ A et (x, ]a, b[) la solution maximale naissant en a ; c’est une bijection croissante de ]a, b[ dans
R d’après 5. Si a > 0 alors d’après le théorème des valeurs intermédiaires x a un point critique, ce qui
n’est pas possible ; A est donc majoré par 0. Quel que soit a′ < a, la solution maximale naissant en a′ ne
peut croiser x, donc a′ ∈ A. De même en choisissant b′ > b, la solution maximale (y, ]a′, b′[) qui meurt en
b′ ne croise pas x, donc a′ > a avec a′ ∈ A. D’où A est un intervalle ouvert de R (majoré et non minoré).
Un raisonnement similaire montre que B est aussi un intervalle ouvert (minoré et non majoré). Or R est
connexe donc A ∪B ( R, et il existe ainsi des solutions croissantes à domaine non borné. �
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