
Théorème faible de progression arithmétique de Dirichlet

Pour tout n ∈ N
∗, on note µn l’ensemble des racines primitives n-ièmes de l’unité, c’est-à-dire l’ensemble des

éléments d’ordre n de (C∗, ·). On rappelle que le n-ième polynôme cyclotomique Φn :=
∏

z∈µn
(X − z) est un

polynôme unitaire de degré ϕ(n).

Lemme 1. Xn − 1 =
∏

d|n Φd. Par conséquent n =
∑

d|n ϕ(d).

Preuve. D’après le théorème de Lagrange, les racines de Xn − 1 sont les éléments du groupe C
∗ dont l’ordre

divise n :
{z ∈ C

∗ | zn = 1} =
⊔

d|n

{z ∈ C
∗ | o(z) = d} =

⊔

d|n

µd. �

Lemme 2. Φn ∈ Z[X]. Par conséquent Φn divise Xn − 1 dans Z[X].

Preuve. Par récurrence (forte) sur n. Φ1 = X − 1 ∈ Z[X] et pour n > 1, Φn est d’après le lemme 1 le quotient
de Xn − 1 par le polynôme unitaire

∏
d|n, d 6=n

Φd, qui est dans Z[X] par hypothèse de récurrence. �

Lemme 3. Pour tous n, q > 2, Φn(q) divise qn − 1 et |Φn(q)| > q.

Preuve. Φn divise Xn − 1 dans Z[X] donc Φn(q) divise qn − 1 dans Z. De plus pour tout z ∈ µn, |q − z| >
||q| − |z|| = |q − 1| = q − 1 > 0, avec inégalité stricte lorsque z 6= 1 (car alors q n’est pas sur la médiatrice de
[1, z]). D’où |Φn(q)| =

∏
z∈µn

|q − z| > (q − 1)ϕ(n) > q − 1 lorsque n > 2. �

Lemme 4. Pour tous n, q > 2, d | n, d 6= n, Φn(q) divise qn−1
qd−1

.

Preuve. Il suffit de remarquer que d’après le lemme 1, Xn−1
Xd−1

= Φn

∏
ℓ|n, ℓ∤d
ℓ 6=n

Φℓ, dans Z[X] par le lemme 2. �

Théorème 5 (Progression arithmétique de Dirichlet, version faible). Pour tout n > 2, il existe une infinité de
nombres premiers congrus à 1 modulo n.

Démonstration. D’après le lemme 2, Ψn := Xn−1
Φn

∈ Z[X], donc ΦnΨ
′
n + Φ′

nΨn = nXn−1. Ainsi, si l’on pose
Un := XΨ′

n ∈ Z[X] et Vn := XΦ′
n − nΦn ∈ Z[X], on a

UnΦn + VnΨn = n. (⋆)

Soient k ∈ N
∗, q := k!n > 1 et p un diviseur premier de Φn(q), qui existe car |Φn(q)| > 2 d’après le lemme 3.

Comme Φn(q) divise qn − 1, p aussi, donc p ne peut diviser q. D’où p > k et p ne divise pas n, et d’après (⋆),

cela implique que p ne divise pas Ψn(q). Si d est un diviseur strict de n, alors Φn(q) |
qn−1
qd−1

d’après le lemme 4,

et donc (qd − 1) | Ψn(q). Par conséquent p ne peut diviser qd − 1 pour tout diviseur strict d de n. Cela montre
que q est d’ordre n dans (Fp

∗, ·). Par le théorème de Lagrange, n divise p− 1 = |Fp
∗|, ce qui signifie que p est

congru à 1 modulo n. Nous avons montré :

∀k ∈ N
∗, ∃p ∈ P, p > k et p ≡ 1 [n]. �
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