THEOREME DE HARDY ET APPLICATION

Proposition 1. Soit (u,)nen € CN telle que u, = O(%) lorsque n — 4o00. On suppose que la série Yu,
converge au sens de Cesaro. Soit £ € C sa Cesaro-somme. Alors Yu,, converge et sa somme vaut /.

Preuve.

1. Traduction des hypothéses. Notons s,, := ug+---+u,, n € N, la suite des sommes partielles de (u,). Nous

avons
So+S1+ -+ Sp
Op = L,
n+1 n— 400

et Pexistence de A > 0 tel que pour tout n € N, |nu,| < A.

2. Introduction de la « moyenne décalée ». Soient n,k > 1.

n+k n+k

1 1
D’une part, A Z Si — Sn| = n Z (8i — 8n)
i=n-+1 i=n-+1
1 n+k
=% Z (Un+1 + -+ )
1=n+1
1 n+k
=2 Z (n+k+1—idy
1=n+1
n+k .
n+k+1—1
< .
= Z k s
i=n+1 ~~
<1 <A/i
n+k i
<Ay [
i=n+171"1
B /n+k dt
= i "
k
= Alog(l + *)
n
<Ak
n
n+k
D’autre part, Z si=m+k+1Doptk — (n+ 1o,
1=n+1
= (TL —+ 1)(O'n+k — O'n) + kg7l+k7
n+k
1 n+1
donc K—E Z i = (on = Ongk) + (€ — Onyr)-
i=n+1

3. Conclusion. Soit € > 0. On pose k := k,, := [en]| ~ en. Par inégalité triangulaire

k n+1
|0 —su] <A+ lon = Ontky | + € = Oty | (*)
n kn,
donc limsup |[¢ — s, | < Ae, et ceci quel que soit € > 0. Ju,, est donc convergente, de somme £. n

Corollaire 2. Lorsque u, = O(%), Y, est convergente si et seulement si Yu,, est Cesaro-convergente, et dans
ce cas somme et Cesaro-somme coincident.

Application 3 (Convergence ponctuelle des séries Fourier). Soit f € L1 _. On suppose que sa suite des coeffi-
cients de Fourier (¢, (f))nez vérifie ¢, = O(-%) lorsque |n| — +o00. Alors pour tout z € R tel que f(z7) et

In|
f(zT) existent,
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Preuve. Comme le terme général de la série de Fourier de f en x vérifie les hypothéses de la proposition 1, il
suffit de montrer que sa moyenne de Cesaro converge vers w Or la moyenne de Cesaro de S, (f;x)
est précisément la série de Fejér o, (f;x) de f en x. On sait que o, (f;z) = K, * f(z) o le noyau de Fejér K,
est une unité approchée paire forte sur [—m, 7] : K, > 0, || K,||1 = 1 et pour tout 0 < 6 < 7, (Kp)nen converge
uniformément vers 0 sur [—m, —d] U [d, 7]. Nous avons

1

20, (f;1) = 2K, x f(z) = %/j (flx+t)+ fz—t)K(t)dt,

donc pour tout 0 < § < 7,

ol - 2V L
n(f7 (E) 2 S 27 \/5<|t<7r

Flx+1) ; fla=t)  fla) —; fz7) ‘ K, (t)dt

f@+t)+flz—t) fl)+

! - f@?) ‘ Ko (t)dt.

27 Jit<s

2 2

Comme || K,|1 = 1, le deuxiéme terme est un o(1) lorsque § — 0 (uniformément en n). Comme f € Li | le

premier terme est un O(|| K|~ —5)ups,x]lloc) qui est petit pour n assez grand. D’ou la convergence ponctuelle
de la série de Fejér. n

Remarque 4. En observant (x) on voit que si ¢,(f) = O(ﬁ) (In] = 400) et si la série de Fejér converge
uniformément, alors il en est de méme de la série de Fourier.
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