INDECIDABILITE DE L'INTERSECTION DE LANGAGES ALGEBRIQUES
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FIGURE 1 — Un automate a pile déterministe.

L1, Ly algébriques,

I AL =& ? est indécidable.
1 2= !

Théoréme 1. Le probléme Intg : {

Démonstration. La preuve consiste en une réduction depuis le probléme de correspondance de Post, admis indé-
cidable. Soient (X, {(u1,v1), ..., (un,vy)}) une instance de PCP, et un alphabet de n symboles A == {z1,...,z,}
disjoint de 3. Définissons les grammaires G et G2 de la fagon suivante :

Gli Sl — uiSlaﬁi | W; X5,

~ —~ 1<1<n.
GQI SQ—)UiSQZL'Z“Uil'i7 SO
Clairement Ly =L(Gy) ={ui, - u @y x4y, | k21, 1<iy,...,0 < n},
et Lg Z:L(Gg):{’lf);k/”'{};;l‘il'“l‘ik|k‘>1, 1<i1, ,zkgn}
Silexiste k > 1et 1 <iy,... 0, < ntels que us, - ug, = vy, -+ i, alors Uy, -+ Uiy, = Uy, U4y, €6 L1NLo # @.
Réciproquement, si L1 N Lo # & alors il existe k, £ > 1 et 1 < dy,...,0k, j1,--.,J¢ < n tels que

Wig, = Ugy Ty~ Ty, = Vgm0 Vgy Ty 7~ Ty

Comme Y NA = @&, nécessairement x;, - - - &;, =, -+~ ;,, Qo k =L et iy = ji1,..., 1 = ji. Aussi u;, -+ u;; =
Vi, - U4y, done g, - - u;, = v, - - - v;, est solution du probléme PCP. ™

Remarque 2. Les langages Ly et Ly définis dans la preuve sont déterministes (figure 1), donc le probléme Int g
restreint aux langages déterministes ou méme non ambigus est encore indécidable.

G grammaire algébrique,

G non ambigué ? est indécidable.

Corollaire 3. Le probléeme Amb: {
Preuve. On fait une réduction depuis Inty en nous restreignant aux langages non ambigus. Soient L; et Lo non
ambigus, et G1 et G5 deux grammaires algébriques non ambigués telles que Lg,(S;) = L;, ¢ = 1,2. Alors la
grammaire

G: 5 — Sl | Sg
est non ambigué si et seulement si Ly N Ly = . n
G grammaire algébrique,
L(G)=%*7?

Preuve. Réduisons depuis Intgy en nous restreignant cette fois a des langages déterministes. Soient donc L; et
Lo deux langages algébriques déterministes. Alors L := (X*\ Ly) U (X* \ Ly) = 3%\ (L1 N Lo) est algébrique :
soit G une grammaire engendrant L. On a L(G) = ¥* <= L1 NLy = &. =

Corollaire 4. Le probléme Univ: { est indécidable.

L1, Ly algébriques,

. C .2 est indécidable.
1S Lo !

Corollaire 5. Le probléme Inc: {

Preuve. Réduisons depuis Univ. Soit G une grammaire algébrique. On pose L; := X* et Ly := L(G). Alors
L1 C Ly <— LZZL(G):Z* ]

Remarque 6. La preuve montre que ce probléme reste indécidable avec L; rationnel et Lo algébrique.
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