THEOREME DE KRONECKER

Soit n € N*. On considére

2y P unitaire de degré n, a coefficients entiers, et
. VzeC, P(z)=0 = 0<|z| <1
Soit P :=ag X"+ -+ an,1X +a, € C[X].

Théoréme 1 (Kronecker). On suppose P € H. Alors les racines de P sont des racines de l'uniteé.

Démonstration. Ecrivons P(X) = [[7=1(X — z;) avec |z;| < 1 pour tout i = 1,...,n. Alors

1<i; < ---

n
Vek=1,...,n, |ag|  —— |zl-1|~~|zik§<k>,
<ip<n

donc H est fini. Soit pour tout k € N, Py (X) = [[i1(X — ). Alors P»(X?) = (—=1)"P(X)P(—X) et pour
tout k = 1, Port1(X?2) = (=1)"Por (X) Pyr (—X), donc par récurrence immédiate les polynomes Pox(X), k € N,
vérifient tous H. Ceux-ci sont donc en nombre fini, et 'ensemble R de toutes leurs racines est lui aussi fini. Si
P(z) =0 alors Vk € N, 22 ¢ R, donc 3k < ¢, 22" = 22" . 4 est une racine de l'unité. =
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