METHODE DE LAPLACE

Théoréme 1 (Méthode de Laplace).
Soient f: [a,b] = R et ¢ € C"([a,b[,R) (n > 1) telles que :

(i) f est continue en a et f(a) #0;

(ii) ¢ admet en @ un minimum global strict, ¢(b~) > ¢(a), ¢¥(a) = 0 pour tout 1 <i < n et p(™(a) > 0;
(iii) il existe to > 0 tel que x +— e~ () f(z) est Lebesgue-intégrable pour tout ¢ > t.

Alors, en notant I' la fonction Gamma d’Euler,

b -
10 = [ oo ~ T 0y oot

Application 2 (Formule de Stirling). T'(t +1) ~ /2rti+/2et,

t—+oo

Preuve du théoreme 1. On peut supposer ¢(a) = 0 quitte a considérer ¢ — p(a).
Etape 1. On prouve le lemme suivant : si g: [0, 3] — R est bornée et continue en 0, alors

t—+o00 n

B 1/,
%/0 e " g(z)de —— Mg(O).

Soit en effet M > 0 tel que |g(z)] < M pour tout = € [0,5]. Grace au changement de variable affine
r—=u=t-z"

B " 1 ta"™ L L
Vi / e gr)de = / e g (u)' ) du
1

+oo
—— —u, —1+1/n A 1 " .
n/o e "u g(( /t) ) 0,57 (w)du

La derniére intégrande est dominée par le chapeau intégrable Me “u~'t"/* pour tous u € 10, +00[ et

t > 0, et converge point par point vers e~ “u~'*t"/g(0) lorsque t — +o0 (car g est continue en 0), donc
d’apreés le théoréme de convergence dominée,

B +o0 Un
lim %/ €7t$ g(m)dl’ = l / e—uu—l+1/ng(0)du = Mg(o)
0 0

t—-+oo n n

Etape 2. On procéde a quelques estimations et découpages. Comme ¢(b~) > p(a) = 0, il existe a < b < b
et m’ > 0 tels que ¢(x) > m' pour tout = € [i,b[. Par hypothése, ¢ (a) = 0 pour tout 1 < i < n et
o™ (a) > 0, donc d’aprés la formule de Taylor—Young,

(x —a)"~?

/ ~ (n) 0 *
¢, T > (¥
Comme de plus f est continue en a donc bornée au voisinage, il existe alors a < ¢ < V' tel que @
est strictement croissante sur [a, c] et f est bornée sur [a,c|. Enfin, puisque ¢ est continue et a valeurs
strictement positives sur le compact [c, '], on en déduit 'existence de 0 < m < m’ tel que ¢(z) > m pour
tout x € [c, b|.

Etape 3. Pour tout ¢ > to, d’aprés la relation de Chasles,

c b
I(t) = / e @ f(x)dx —|—/ e W@ f(z)d.

T(/n !
Nous devons montrer que V- I(t) oo (n/ )f(a) " (p(g(a)'

D’une part, Yt

b b
/ =19 f(2)dz| < \/g/ e~ (t=10)2(@) ;~t02(®)| £ ()|
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D’autre part, 'application u: z — u(z) = {/p(x) est strictement croissante sur [a,c], et aussi C! car
cp(l)(a) = 0 pour tout 1 < i < n. En effet, toujours d’aprés la formule de Taylor-Young,

(n) a
u(e) 3 (o —a) " 2 n!( 3
donc “(x:z:Z(a) — n QD(’;)'(LL)7
(n) a
et u/(g;) = %(pl(iﬁ)u(:{?)l*" m:a n SDT'() — Ul(a) (gréce A (*))

Soient 8 :=u(c) > 0et z: u € [0, 5] — x(u) € [a, ] le difftomorphisme inverse de u. Nous avons

i [ e sa) dx—\// u,

ott g: u + f(z(u))2’(u) est bornée sur [0, 3] et continue en 0, avec g(0) = f(a)u'(a)~ = f(a) § /(p(n"i)'(a),

donc d’aprés le lemme,

Vi [ et e —— T pay 5

t— 400 n gp(”)(a) ’ u

Preuve de Uapplication 2. Pour tout ¢ > 0 nous avons
+oo
Lt+1) = / ule “du,
0
soit par le changement de variable affine u = tz,
“+oo +oo
Lt+1)= / (tz)te " tdr = ¢! / e~ He—logz) qq.
0 0

La fonction ¢: x — x — log(z) est C? sur ]0,400[ : ¢'(z) =1 — L, ¢"(z) = . D'ou ¢/(z) < 0 sur J0,1],
@' (x) > 0 sur |1,4o00[, ¢'(1) = 0 et ¢"(1) =1 > 0, de sorte que le théoréme 1 (cas n = 2) s’applique (deux
fois) : sur [—1,0[ (avec = +— p(—x)) et sur [1, +oo] (avec ¢). Comme I'(1/2) = /7 on en déduit

0 “+o0

it+1)= t“‘l/ e 0 dg 4 tt+1/ eT@dr  ~  V2rttt et n

1 1 t——+oo

Références. [Far, Rou]

218 Applications des formules de TAYLOR.

219 Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications
224 Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.

236 Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une ou plusieurs variables
réelles.

239 Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un paramétre. Exemples et applications.

[Far] Jacques FARAUT : Calcul intégral.

[Rou] Frangois ROUVIERE : Petit guide de calcul différentiel a l'usage de la licence et de l’agrégation. 3°™°
édition.

benjamin.dadoun@ens-cachan.fr - v20140910 2/2


http://benjamin.dadoun.free.fr/laplace.pdf?c

