
Méthode de Laplace

Théorème 1 (Méthode de Laplace).
Soient f : [a, b[ → R et ϕ ∈ Cn([a, b[,R) (n > 1) telles que :

(i) f est continue en a et f(a) 6= 0 ;

(ii) ϕ admet en a un minimum global strict, ϕ(b−) > ϕ(a), ϕ(i)(a) = 0 pour tout 1 6 i < n et ϕ(n)(a) > 0 ;

(iii) il existe t0 > 0 tel que x 7→ e−tϕ(x)f(x) est Lebesgue-intégrable pour tout t > t0.

Alors, en notant Γ la fonction Gamma d’Euler,

I(t) :=

∫ b

a

e−tϕ(x)f(x)dx ∼
x→a

Γ(1/n)

n
f(a) n

 

n!

ϕ(n)(a)t
e−ϕ(a)t.

Application 2 (Formule de Stirling). Γ(t+ 1) ∼
t→+∞

√
2πtt+

1/2e−t.

Preuve du théorème 1. On peut supposer ϕ(a) = 0 quitte à considérer ϕ− ϕ(a).

Étape 1. On prouve le lemme suivant : si g : [0, β] → R est bornée et continue en 0, alors

n

√
t

∫ β

0

e−txn

g(x)dx −−−−→
t→+∞

Γ(1/n)

n
g(0).

Soit en effet M > 0 tel que |g(x)| 6 M pour tout x ∈ [0, β]. Grâce au changement de variable affine
x 7→ u = t · xn,

n

√
t

∫ β

0

e−txn

g(x)dx =
1

n

∫ tβn

0

e−uu−1+1/ng
Ä

(u/t)
1/n
ä

du

=
1

n

∫ +∞

0

e−uu−1+1/ng
Ä

(u/t)
1/n
ä

1[0,tβn](u)du.

La dernière intégrande est dominée par le chapeau intégrable Me−uu−1+1/n pour tous u ∈ ]0,+∞[ et
t > 0, et converge point par point vers e−uu−1+1/ng(0) lorsque t → +∞ (car g est continue en 0), donc
d’après le théorème de convergence dominée,

lim
t→+∞

n

√
t

∫ β

0

e−txn

g(x)dx =
1

n

∫ +∞

0

e−uu−1+1/ng(0)du =
Γ(1/n)

n
g(0).

Étape 2. On procède à quelques estimations et découpages. Comme ϕ(b−) > ϕ(a) = 0, il existe a < b′ < b
et m′ > 0 tels que ϕ(x) > m′ pour tout x ∈ [b′, b[. Par hypothèse, ϕ(i)(a) = 0 pour tout 1 6 i < n et
ϕ(n)(a) > 0, donc d’après la formule de Taylor–Young,

ϕ′(x) ∼
x→a

(x− a)n−1

(n− 1)!
ϕ(n)(a) > 0. (⋆)

Comme de plus f est continue en a donc bornée au voisinage, il existe alors a < c < b′ tel que ϕ
est strictement croissante sur [a, c] et f est bornée sur [a, c]. Enfin, puisque ϕ est continue et à valeurs
strictement positives sur le compact [c, b′], on en déduit l’existence de 0 < m < m′ tel que ϕ(x) > m pour
tout x ∈ [c, b[.

Étape 3. Pour tout t > t0, d’après la relation de Chasles,

I(t) =

∫ c

a

e−tϕ(x)f(x)dx+

∫ b

c

e−tϕ(x)f(x)dx.

Nous devons montrer que
n

√
t · I(t) −−−−→

t→+∞

Γ(1/n)

n
f(a) n

 

n!

ϕ(n)(a)
.

D’une part,
n

√
t

∣

∣

∣

∣

∣

∫ b

c

e−tϕ(x)f(x)dx

∣

∣

∣

∣

∣

6
n

√
t

∫ b

c

e−(t−t0)ϕ(x)e−t0ϕ(x)|f(x)|dx

6 e−m(t−t0) n

√
t

∫ b

a

e−t0x
n |f(x)|dx

−−−−→
t→+∞

0.
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D’autre part, l’application u : x 7→ u(x) = n

√

ϕ(x) est strictement croissante sur [a, c], et aussi C1 car
ϕ(i)(a) = 0 pour tout 1 6 i < n. En effet, toujours d’après la formule de Taylor-Young,

u(x) ∼
x→a

(x− a)
n

 

ϕ(n)(a)

n!
,

donc
u(x)− u(a)

x− a
−−−→
x→a

n

 

ϕ(n)(a)

n!
,

et u′(x) =
1

n
ϕ′(x)u(x)1−n ∼

x→a

n

 

ϕ(n)(a)

n!
= u′(a) (grâce à (⋆)).

Soient β := u(c) > 0 et x : u ∈ [0, β] 7→ x(u) ∈ [a, c] le difféomorphisme inverse de u. Nous avons

n

√
t

∫ c

a

e−tϕ(x)f(x)dx =
n

√
t

∫ β

0

e−tun

g(u)du,

où g : u 7→ f(x(u))x′(u) est bornée sur [0, β] et continue en 0, avec g(0) = f(a)u′(a)−1 = f(a) n

√

n!
ϕ(n)(a)

,

donc d’après le lemme,

n

√
t

∫ c

a

e−tϕ(x)f(x)dx −−−−→
t→+∞

Γ(1/n)

n
f(a) n

 

n!

ϕ(n)(a)
. �

Preuve de l’application 2. Pour tout t > 0 nous avons

Γ(t+ 1) :=

∫ +∞

0

ute−udu,

soit par le changement de variable affine u = tx,

Γ(t+ 1) =

∫ +∞

0

(tx)te−txtdx = tt+1

∫ +∞

0

e−t(x−log x)dx.

La fonction ϕ : x 7→ x − log(x) est C2 sur ]0,+∞[ : ϕ′(x) = 1 − 1
u , ϕ′′(x) = 1

u2 . D’où ϕ′(x) < 0 sur ]0, 1[,
ϕ′(x) > 0 sur ]1,+∞[, ϕ′(1) = 0 et ϕ′′(1) = 1 > 0, de sorte que le théorème 1 (cas n = 2) s’applique (deux
fois) : sur [−1, 0[ (avec x 7→ ϕ(−x)) et sur [1,+∞[ (avec ϕ). Comme Γ(1/2) =

√
π on en déduit

Γ(t+ 1) = tt+1

∫ 0

−1

e−tϕ(−x)dx+ tt+1

∫ +∞

1

e−tϕ(x)dx ∼
t→+∞

√
2πtt+

1/2e−t. �
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