MINIMISATION DES AUTOMATES FINIS

Théoréme 1. Soit A = (Q,3,0,I, F) un automate fini co-déterministe et co-accessible. Alors l'automate
déterminisé Agqet de A est minimal.

Démonstration. Notons L le langage reconnu et, pour P C @, Lp = J,ep Lp. Solent P # P’ deux parties
(états) accessibles de Ageq telles que Lp = Lpr. Montrons que P = P’. Soit p € P. Par co-accessibilité il existe
w € Ly, qr € F tels que p N qf. Par co-déterminisme ¢y est unique, et si p’ N qr alors p’ = p. Mais
w € Lp = Lps donc il existe p’ € P’ tel que w € Ly, cest-a-dire p’ >4 qf dans A. Dot P’ 3 p' = p. Par
symétrie on a ’autre inclusion P’ C P, donc P = P'. -

Algorithme 2. Si A est un automate fini alors (((*A)qet))det est Pautomate minimal reconnaissant L(A). Cet
algorithme, a priori doublement exponentiel, opére en fait en temps O(2") (n étant le nombre d’états de A) car
I’automate minimal a toujours au plus 2" états.

Proposition 3. Soit A automate déterminisé de 'automate de la figure 1. Alors cet automate est minimal.
De plus A a 2™ états.

Preuve. Comme 'automate de la figure 1 est co-déterministe et co-accessible, A est minimal d’aprés le théo-
réme 1. Montrons par récurrence sur la taille de P C {1,...,n} la propriété

Hp: PU{0} est accessible depuis I’état initial {0} de A.

Si |P| =0il n’y a rien & montrer. Soit 0 < k& < n. Supposons Hp lorsque |P| < k et fixons P C {1,...,n} tel
que |[P|=k+ 1. Posons aussi X —1:={i—1|i€ X\ {1}} pour tout X C {1,...,n}.

. Sil € Palors |[P—1| =k, donc (P—1)U{0} est accessible d’aprés Hp_;. Comme (P—1)U{0} % 4 PU{0}
dans A, est alors accessible dans A.

. Silé¢ P, soit j :=minP > 2. On montre que P U {0} est accessible par récurrence sur j. Si j = 2 alors
|(P—1) — 1] =k, donc ((P — 1) — 1) U {0} est accessible d’aprés H(p_1)—1. Or

(P=1)—1)U{0} B4 (P-1)u{0} >4 PU{0}.

Sij > 2alors j — 1 = min[P — 1], donc (P — 1) U {0} est accessible par hypothése de récurrence. Comme
(P—-1)U{0} im P U {0} dans A, P U {0} est alors accessible dans .A.
D’ott Hp. Ceci montre que A posséde déja les 2" états PU {0}, P C {1,...,n}. Comme tout état accessible de

A doit contenir 0, ce sont tous les états de A. n
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FIGURE 1 — Automate co-déterministe co-accessible reconnaissant X*aX" 1.
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