MISE SOUS FORME NORMALE CONJONCTIVE
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FIGURE 1 — Régles de mise sous forme normale conjonctive [Lall.

Proposition 1. Le systéme de régles de la figure 1 termine.

Preuve. On définit une valuation v sur les formules par induction :
. v(p) = 2 pour toute variable propositionnelle p;

(p A ) = V() +v(¥) + 1

(6 V) = v ()

.« v(—gp) =209

v(p = o) = 2v(@tr(¥)+1

Par construction v est a valeurs dans [2, +0c[. De plus on vérifie facilement que v(r) < v(f) pour toute régle
£ — r de la figure 1 : par exemple pour la derniére régle,
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Comme (N, <) est bien fondé, ce systéme de régles termine. n
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Proposition 2. Il existe une formule du calcul propositionnel ¢ dont toutes les formes CNF ont une taille au
moins exponentielle par rapport a la taille de .

Preuve. On consideére la formule ¢ := (A; AB1)V (A2 AB2) V.-V (A, A By,), de taille [¢| = ©(n). Clairement,
si I est une interprétation des variables alors I F ¢ < 3Jie {1,...,n}, {4;,B;} CI.

Soit ® := AL, C; une forme CNF équivalente & .

. Nécessairement, chacune des clauses C;, 1 < j < m, qui n’est pas une tautologie contient, pour tout
1 <@ < m, le littéral A; ou B; (sinon, on pourrait trouver un modéle de ¢ ne satisfaisant pas ®). Aussi,
pour tout S C {1,...,n}, interprétation Is := {A; | i € S} U{B; | i ¢ S} n’est pas un modéle de ¢, et
I'une au moins des clauses C;, 1 < j < m, n’est donc pas satisfaite par Ig.

. On montre que 'application
J:P{1,...,n}) —{1,...,m}
S — J(S) =min{l <j<m|Ig¥ C;}

est injective. Supposons que E, F' C {1,...,n} soient tels que E # F et J(E) = J(F) =: j. Il existe alors
1 <1 < n tel que, par exemple, i € E'\ F : en particulier A; € Iy et B; € Ip. Or Ig # C; et Ir ¥ Cj, ce
qui nous ameéne & la contradiction A;, B; ¢ C;. Ainsi J est injective, donc m > 2™. D’ou |®| = Q(2"). m

Références. |[Lal]
916 Formules du calcul propositionnel : représentation, formes normales, satisfiabilité. Applications.

920 Réécriture et formes normales. Exemples.

[Lal] René LALEMENT : Logique, réduction, résolution.

benjamin.dadoun@ens-cachan.fr - v20140910 1/1


http://benjamin.dadoun.free.fr/mise-sous-forme-normale-conjonctive.pdf?c

