
Mise sous forme normale conjonctive

ϕ =⇒ ψ −→ ¬ϕ ∨ ψ
¬¬ϕ −→ ϕ

¬(ϕ ∧ ψ) −→ ¬ϕ ∨ ¬ψ
¬(ϕ ∨ ψ) −→ ¬ϕ ∧ ¬ψ

ϕ ∨ (ψ ∧ χ) −→ (ϕ ∨ ψ) ∧ (ϕ ∨ χ)
(ϕ ∧ ψ) ∨ χ −→ (ϕ ∨ χ) ∧ (ψ ∨ χ)

Figure 1 – Règles de mise sous forme normale conjonctive [Lal].

Proposition 1. Le système de règles de la figure 1 termine.

Preuve. On définit une valuation ν sur les formules par induction :

� ν(p) = 2 pour toute variable propositionnelle p ;

� ν(ϕ ∧ ψ) = ν(ϕ) + ν(ψ) + 1 ;

� ν(ϕ ∨ ψ) = ν(ϕ)ν(ψ) ;

� ν(¬ϕ) = 2ν(ϕ) ;

� ν(ϕ =⇒ ψ) = 2ν(ϕ)+ν(ψ)+1.

Par construction ν est à valeurs dans J2,+∞J. De plus on vérifie facilement que ν(r) < ν(ℓ) pour toute règle
ℓ −→ r de la figure 1 : par exemple pour la dernière règle,

ν((ϕ ∨ χ) ∧ (ψ ∨ χ))
déf.
= ν(ϕ ∨ χ) + ν(ψ ∨ χ) + 1

déf.
= [ν(ϕ) + ν(ψ)]ν(χ) + 1

< [ν(ϕ) + ν(ψ) + 1]ν(χ)

déf.
= ν(ϕ ∧ ψ)ν(χ) + 1

déf.
= ν((ϕ ∧ ψ) ∨ χ).

Comme (N, <) est bien fondé, ce système de règles termine. �

Proposition 2. Il existe une formule du calcul propositionnel ϕ dont toutes les formes CNF ont une taille au
moins exponentielle par rapport à la taille de ϕ.

Preuve. On considère la formule ϕ := (A1 ∧B1)∨ (A2 ∧B2)∨ · · · ∨ (An ∧Bn), de taille |ϕ| = Θ(n). Clairement,
si I est une interprétation des variables alors I � ϕ ⇐⇒ ∃i ∈ {1, . . . , n}, {Ai, Bi} ⊆ I.

Soit Φ :=
∧m
j=1 Cj une forme CNF équivalente à ϕ.

� Nécessairement, chacune des clauses Cj , 1 6 j 6 m, qui n’est pas une tautologie contient, pour tout
1 6 i 6 n, le littéral Ai ou Bi (sinon, on pourrait trouver un modèle de ϕ ne satisfaisant pas Φ). Aussi,
pour tout S ⊆ {1, . . . , n}, l’interprétation IS := {Ai | i ∈ S} ∪ {Bi | i /∈ S} n’est pas un modèle de ϕ, et
l’une au moins des clauses Cj , 1 6 j 6 m, n’est donc pas satisfaite par IS .

� On montre que l’application

J : P({1, . . . , n}) −→ {1, . . . ,m}

S −→ J(S) := min{1 6 j 6 m | IS 6� Cj}

est injective. Supposons que E,F ⊆ {1, . . . , n} soient tels que E 6= F et J(E) = J(F ) =: j. Il existe alors
1 6 i 6 n tel que, par exemple, i ∈ E \ F : en particulier Ai ∈ IE et Bi ∈ IF . Or IE 6� Cj et IF 6� Cj , ce
qui nous amène à la contradiction Ai, Bi /∈ Cj . Ainsi J est injective, donc m > 2n. D’où |Φ| = Ω(2n). �
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