THEOREME DE MUNTZ

Lemme 1 (Déterminants de Gram, [Goua, p. 263]). Soit E un espace préhilbertien et x1,...,2, n vecteurs
de E. On appelle matrice de Gram de (x1,...,x,) la matrice ((z;,2;))1<i j<n, €t déterminant de Gram le
déterminant de cette matrice, noté G(x1,...,z,). C’est une matrice hermitienne positive, qui est définie si et
seulement si (x1,...,%,) forme une famille libre. Dans ce cas, en notant V' = Vect(z1, ..., x,),

G(z1,...,%n, T)

Vo€ B, d(z,V)? = Gl )

Lemme 2 (Déterminants de Cauchy, [Goua, p. 143]). Soient aq, ..., an,b1,...,b, € K tels que pour tous 1 <
1,7 < n, a; +b; # 0. Alors

1 1 - 1
ali’bl alsz . al}‘bn H (aj — ai)(bj — bi)

az+by as+bo az+by, o 1<i<i<n
: : : [1 (ai+b;)
; ; ; 1<ij<n

antbi  antbz 1 antby,

Théoréme 3 (de Miintz, [Goub, p. 291]). Soit (un)nen une suite réelle strictement croissante telle que ug = 0

et limu, = 4+o00. Alors E := Vect(z — %), en est dense dans C := C([0, 1], R) pour || - ||« si et seulement si
Y- 1+1 est divergente.

Preuve Nous noterons pour tout ¢ € Ry, f;: x — z' sur [0,1]. On munit C du produit scalaire (f,g) =

fo x)dz et on note || - ||2 la norme euclidienne associée. On pose aussi E,, = Vect(fy, Jogicn POUr tout
n e N
Etape 1. Soient t € Ry et n € N. Calculons la distance d(f;, E,,) = inf{||f — fi||l2 | f € En}. La suite (u;)o<i<n

étant injective, la famille (fuy, fuy,-- -, fu,) st libre, et d’aprés le lemme 1 :

G(fugs s Juys
d(ft,E )2 _ (fuo fun. ft)
G(fugy- -+ fun)
Comme (f,, fp) = ﬁ pour tous a,b € Ry, ces déterminants sont des déterminants de Cauchy, et

d’apres le lemme 2,

T (ui—uy)?

0<i<j<n

G(fugseoos fu ) = > 0,
(fuo Fun) IT (ui +u; +1)
0L, j<n
0<'1<_['<(Ui - uj)2 .0<H< (us = t)2
t G woseees fu s _ LI xRN
¢ (Fuo Funs f2) (2t4+1) - J] (wi4+wuj+1) - J] (wi+t+1)2
0<i,j<n 0<i<n
D’ou
1 ui—t
d(f, En) = .
(fi En) V2t+1 i ui+t+1’

Etape 2. Soit t € R tel que u, # t pour tout n € N. Montrons que d(f;, E) = 0 si et seulement si
divergente. D’abord d(f:, F) = lim] d(f:, Ey,), donc d’aprés ce qui précede d(fi, E) = 0 si et Seulement si

U; — t
s u; +t+1| notoo
ce qui équivaut a la divergence vers —oco de la série X log | u“jg_il |. Or u,, >t pour n assez grand et

| ( Up —t ) ) (1 2t+1 ) 2t+1<0
O —_— = 10 __— ~ —_
& Uy +1+1 & Up + T+ 1/ notoo  uy ’

donc d’apres le théoréme de comparaison cela équivaut aussi a la divergence (vers +o0) de ¥

Un, +1
Etape 3. Condition nécessaire. Supposons que E est dense dans (C, | - ||oo). Comme || - |l est plus fine que
I - |l2, E est aussi dense dans (C, || - ||2). En particulier si I'on choisit t € R tel que u,, # t pour tout

n € N, alors d(f;, E) =
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Etape 4. Condition suffisante. Supposons Eﬁ divergente. D’aprés le théoréme de Weierstrafl il suffit de

montrer que p € E pour toute fonction polynomiale p: [0,1] — R. Soit & > 0. Soit u/, :== u,, — 1 pour tout
n € N. Comme u,, = +o0 il existe N € N tel que u;, > 0 pour tout n > N. Soit donc E’ := Vect(fu )n>N-
Comme 0 < u), < Up, En>Nﬁ est aussi divergente. Grace a l'étape 2, on en déduit que d(fx, E’) = 0
pour tout k € N, puis que E’ est dense dans (C,]l - l2) en vertu du théoréme de Weierstrafs polynomial
(Il - lloo €étant plus fine que || - ||2). Il existe donc g € E’ tel que ||p’ — g||2 < €. Soient h la primitive de g sur
[0,1] telle que h(0) = p(0) et ¢ = h —p. Alors h € E (noter que ug = 0), et pour tout z € [0, 1], d’aprés
I'inégalité de Cauchy—Schwarz,

1/

ool = | [ < va ([ aerar) <l =lo-rl <<
0 0

donc ||g]|ec = ||k — plloo < €. Dot E est dense dans (C, || - ||co)- -
Remarque 4. Le résultat est encore vrai sous '’hypothése plus faible : limw,, > 1.

Références. [Goub, p. 291] [Goua|

152 Déterminant. Exemples et applications.

203 Utilisation de la notion de compacité.

230 Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes partielles des séries numé-
riques. Exemples.

[Goua] Xavier GOURDON : Algébre. 2¢™¢ édition.

[Goub] Xavier GOURDON : Analyse. 2°™¢ édition.

benjamin.dadoun@ens-cachan.fr - v20140910 2/2


http://benjamin.dadoun.free.fr/muntz.pdf?c

