THEOREME DE PLANCHEREL

Théoréme 1 (Plancherel). Soit f € L*(R%) N L2(R%). Alors fieeR - Jra e ¢ f(x)da, transformée de
Fourier de f, est dans LZ(Rd)7 et de plus

1713 = [ 1Fera = en? [ 1f@)ks = o

Preuve. Posons gq.(z) = (27r5)_d/2e_‘”“|2/(25) pour tous z € R?% et ¢ > 0. On note g4 := 9d.1-
1. Transformée de Fourier d'une gaussienne. Calculons gg. Pour tout € € R,

V2r g1(€) ::/ emimE= "2y
R

L’intégrande est C! en (z,€) et sa dérivée selon ¢ est dominée uniformément en & par z — ze=® /2 qui est

intégrable sur R, donc d’aprés le théoréme de dérivation C! sous le signe intégral, g7 est C' sur R et pour
tout £ € R,

Vor g1’ (€) :/ —ige 62" /2qy

R

= z/ (—i€ — x)efmgfzz/zdx - f/ e 2y
R R

- [efiz§7w2/2:|

a1’ (€) = —€41(8),

donc g7 vérifie ’équation différentielle bien connue 3’ + £y = 0. Comme g7(0) = 1 (intégrale de Gauss),
718 = e=¢"/2 pour tout ¢ € R. Enfin, on déduit du théoréme de Fubini que pour & = (¢1,...,&,;) € RY,
d _ .
Gil©) = [ Tlem termeira
Re oy
d
=[Ja)
i=1

— el

T Vo )

r=

Remarquons ici que pour tout € > 0, [4 ga,e = ga(0) = 1 gréce au changement de variable affine x + /ex.
2. Approximation par convolution avec une gaussienne.
a) Soit g € C.(R%). On montre que g * g4 — 9 uniformément et dans L2. Pour tout z € RY,
E—r

90) = g% 920 = | [ 1960) = gt = )aac)
< [ lota) = gl = VE2)lau(:)as v+ VE2)

< 2llglloc / 0a()dz + wy(VVER)
B(0,R)C

loo = o0 (1), (R = 8_1/4)

e—0

donc lg — g*ga.

vu lintégrabilité de g4 et I'uniforme continuité de g. D’ou la convergence uniforme. Passons a la
convergence dans L2(R%). Pour tout » € R,

|2

19(x) — g% ga.e(®)]° < lg — g% gaelloo(l9(z)| + g * ga.c(2)]),

avec g € L'(RY) et g % ga,e ()] < /d lg(z — )lga:W)dy (< llgll1llllga.ellso),
R

done | orsac@lar < [ gaetw) ([ low—nlas) ay = gl
Rd Rd R4

(grace au théoréme de Fubini-Tonelli). D’ot la convergence dans L?(R?) :

| 190 = g gue@)Pde < 2lg — g geallllls —
R e—0
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b) C.(R?) est dense dans L2(RY), et en écrivant f — fxgac = (f —g) + (9 — g* gae) + (9 — f) * gae
pour g € C.(R%), on en déduit que f * gq.. — f dans L2(RY).
e—

3. L’égalité-clé. Montrons I’égalité
~ 2 _
[ \F@Pe= g = )t [ F@f wga (o), (%
R4 R4

1l suffit de développer le membre de gauche et d’appliquer le théoréme de Fubini-Lebesgue :

/Rd |J?(€)|2e*e\§l2/2d§ </ e f(z)d ) (/ —°E £ (y)d >e*€‘§|2/2d§
/Rd /Rd {/ o—ily—2) s|§|2/2d§} dyde

rYanY —i(y—x)- L —|n|?
—s‘d”/ f(m)f(y){/ et vmeh /an}dydaj (nv/Ee)
R4 JRA Rd

(2m)%/2 Ga(£72)

= (27 d/2 f(x) e
enfey® [ [ T
= (2m)4 /Rd f(@)f * gac(x)dx

Conclusion. Par convergence monotone, le membre de gauche de (x) tend vers Hf||§ lorsque € — 0. Quant au
membre de droite, il tend vers (27)4||f||3 grace a I'inégalité de Cauchy—Schwarz :

F@)f * ga.e(z)da —/ |f(2)[2dz

Rd

~| [T aete) - S
< 1P g

— 0. -
e—0

‘ R4

Corollaire 2. La transformation de Fourier F: f € L'(R%) N L?(RY) ~ L2(R?) se prolonge en une unique
application linéaire continue de L2(R%) dans L2(R?).

Preuve. Cela résulte du théoréme de prolongement des applications linéaires continues, vu la densité de L (R4)N
L2(R%) dans l'espace de Banach L2(RY). n

Références. [Far]
208 Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples.

236 Ilustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une ou plusieurs variables
réelles.

239 Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un paramétre. Exemples et applications.

240 Produit de convolution, transformation de FOURIER. Applications.

[Far] Jacques FARAUT : Calcul intégral.
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