
Probabilité qu’une matrice de Mn(Fq) soit nilpotente

Soient n > 1 et X ∈ Mn(Fq) une matrice uniformément aléatoire.

Théorème 1. P(X est nilpotente) = q−n.

Notons an(q) := |N(Fq
n)| le nombre de matrices nilpotentes d’ordre n sur Fq.

Lemme 2. Soient k un corps, E un k-ev de dimension finie n et u ∈ L(E). Il existe un unique couple (V,W )
de sous-espaces vectoriels u-stables tel que :

(i) E = V ⊕W ,

(ii) uV ∈ N(V ),

(iii) uW ∈ GL(W ).

Définition 3. Les sous-espaces V et W sont respectivement appelés nilespace et cœur de u.

Preuve. Existence. Soit m ∈ N la valuation de X dans le polynôme minimal πu de u ∈ L(E) : il existe Q ∈ k[X]
tel que πu = XmQ avec Q(0) 6= 0. D’après le lemme des noyaux E = Kerum ⊕ KerQ(u). En particulier,
dimKerQ(u) = n − dimKerum = dim Imum grâce à la formule du rang. Or πu(u) = Q(u) ◦ um = 0, donc
Imum ⊆ KerQ(u). Finalement KerQ(u) = Imum, d’où

(i) E = Kerum ⊕ Imum,

et il est clair que V := Kerum et W := Imum sont des sous-espaces u-stables. Soient ϕ := uV et ψ := uW .
Alors :

(ii) ϕ ∈ N(V ) : pour tout x ∈ V = Kerum, ϕm(x) = um(x) = 0 donc ϕ ∈ N(V ),

(iii) ψ ∈ GL(W ) : Kerψ = Keru ∩ Imum ⊆ Kerum ∩ Imum = {0}.

Unicité. Soit (V,W ) un couple satisfaisant (i), (ii) et (iii). Notons encore ϕ := uV et ψ := uW . Soit m l’indice
de nilpotence de ϕ. Tout élément x de E s’écrit de manière unique x = v + w où (v, w) ∈ V ×W . Pour tout
i ∈ N,

ui(x) = ϕi(v)
︸ ︷︷ ︸

∈V

+ψi(w)
︸ ︷︷ ︸

∈W

,

donc

x ∈ Kerui ⇐⇒ ϕi(v) = 0 et ψi(w) = 0,

⇐⇒ ϕi(v) = 0 et w = 0,

⇐⇒ x ∈ Kerϕi

et en particulier Kerum = Kerϕm = V . Aussi, Imum = Imϕm ⊕ Imψm = {0} ⊕W =W . �

Corollaire 4. Notons T (E) := {(V,W,ϕ, ψ) | E = V ⊕W, ϕ ∈ N(V ), ψ ∈ GL(W )}. L’application

L(E) −→ T (E)

u 7−→ (V,W, uV , uW )

est une bijection.

Lemme 5. Tout ev V de dimension j sur Fq admet bj(q) := (qj − 1)(qj − q) · · · (qj − qj−1) bases, et donc aussi
bj(q) automorphismes.

Démonstration. Il y a |V \ {0}| = qj − 1 choix pour le premier vecteur de base. Puisque tout vecteur de base
ne doit pas être dans le sous-espace engendré par les précédents, il reste qj − q choix pour le deuxième vecteur,
qj − q2 choix pour le troisième, et ainsi de suite, jusqu’à qj − qj−1 choix pour le dernier vecteur. Enfin, si l’on
fixe une base (v1, . . . , vj) de V , se donner un automorphisme de V revient à choisir la base-image de (v1, . . . , vj).
Le nombre de bases de V est donc |GL(V )| = bj(q). �

Démonstration du théorème 1. Soit pour tout 0 6 j 6 n,

Tj(Fq
n) := {(V,W,ϕ, ψ) ∈ T (Fq

n) | dimV = j},

de sorte que T (Fq
n) =

n⊔

j=0

Tj(Fq
n). (⋆)
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Calculons |Tj(Fq
n)|. Se donner (V,W,ϕ, ψ) ∈ Tj(Fq

n), c’est choisir (V,W ) en somme directe tel que j = dimV =
n− dimW , un élément de N(V ) et un élément de GL(W ). Or l’application

{ bases de Fq
n } −→ {(V,W ) | Fq

n = V ⊕W, dimV = j}

(e1, . . . , en) 7−→ (Vect(b1, . . . , bj),Vect(bj+1, . . . , bn))

est surjective, et chaque image admet bj(q)bn−j(q) antécédents. D’où, d’après le lemme des bergers,

|Tj(Fq
n)| =

bn(q)

bj(q)bn−j(q)
× aj(q)× bn−j(q),

=
bn(q)

bj(q)
aj(q).

Finalement qn
2

= |L(Fq
n)|

= |T (Fq
n)| (d’après le corollaire 4)

=
n∑

j=0

|Tj(Fq
n)| (d’après (⋆))

=
n∑

j=0

bn(q)

bj(q)
aj(q),

et si n > 1, P(X est nilpotente) = an(q)q
−n2

= 1− q−n2 bn(q)

bn−1(q)

n−1∑

j=0

bn−1(q)

bj(q)
aj(q)

= 1− q−n2 bn(q)

bn−1(q)
q(n−1)2

= 1− q−n2

qn−1(qn − 1)q(n−1)2

= q−n. �
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