PROBLEMES DES ANNIVERSAIRES ET DU COLLECTIONNEUR

Question 1. Soient F' un ensemble fini de cardinal r == |F| > 1, et (X;)nen- une suite de v.a. ii.d. selon
U(F). A partir de quelle valeur de n € N*, en moyenne,

1. (X1,...,X,) contient deux éléments identiques ?

2. (Xy,...,X,) contient une occurrence de chaque élément de F' 7

Lemme 2. Pour toute v.a. X a valeurs dans N,
+oo
E[X] =) P(X >n).
n=0

Preuve. D’aprés le théoréme de Fubini—Tonelli,

+oo +00 400 +00 +00 +oo
EX] =) KPX =k) =Y > TuenyP(X =k)=> > lpenP(X =k) => P(X >n). -
k=1 k=1n=0 n=0 k=1 n=0
Lemme 3. Nous avons
" 1
0 r 1
€ ZO nl ro4o0 2’

Preuve. Soient (Y;.),>1 une suite de v.a. i.i.d. selon P(1). Pour tout r > 1, Z, :== Y1 +-- -+ Y, est alors distribuée
selon P(r). Comme E[Y;] = V[Y;] = 1, le théoréme central limite s’applique, de sorte que

Zr_r d
= ,1).
Wr= = o NOD
r n 0 —t2/2
[N —r r _ _ (& o 1
D’ou € E F = ]PJ(ZT S T) = FWT(O) too - \/% dt = 5 [}

n=0

Lemme 4. Soit n > 1. Le nombre de surjections de [1,n] sur [1,7] est n! [X"](e® —1)".
Preuve. Soient S I'ensemble des surjections de [1,7n] dans [1,r]. Notons
Q={(By,...,B.)| (B1,...,B,) est une partition de {1,...,n}}.

L’application f € S — (f_1<{5>, o, f7H{r})) € Q est bien définie et bijective, donc |S| = |Q| d’aprés le
principe d’égalité. Soient B := {b = (by,...,b,) € (N*)" | S°i_; b; =n} et pour b € B, Qp = {(Bi1,...,B,) |
V1 <i<r, |Bi| = b}, de sorte que Q@ = |J3 .3 @3- Fixons b € B. L’application

i—1 i
o ({om, > b<j< Zm})
k=1 k=1 1<6ikr
est surjective, et chaque image admet b;!---b,! antécédents, donc d’aprés le lemme des bergers Q| = bl,”i'b,
En vertu du principe d’addition,
n!
|S1= Z Q71 = Z byl b
beB b1,...,br21
bi+-+br=n
o0 b +00 b,
X0 X0
=n![X"] { <Z o ) (Z o~ ) } (produit de Cauchy)
bi=1 by=1
=n![X"](eX - 1)". n

Réponse a la question 1. Notons

I:=14+max{n e N | (Xy,...,X,) est injective},
et S :=min{n € N | (Xy,...,X,) est surjective}.

Il s’agit de calculer les espérances de ces variables aléatoires.
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1. D’aprés le lemme des tiroirs, I < r 4 1. Nous avons
E[I]l = Z P(I > n) (lemme 2)
n=0

= Z P((X1,...,Xp) est injective)
n=0

-
|
= Z . (nombre d’injections)
— (r —n)lrn
I Tn
=rlr" Z ol (chgt. d’indice n < r —n)
=0
n eT
~ T‘!T_TE (lemme 3)
r—>+00
~ %T (formule de Stirling)
r—+00

2. Pour tout n € N*, d’apreés le lemme 4,

n! [X"](e* —1)"

P(S <n) =P((X1,...,X,) est surjective) = =n![X")(e™ = 1),

rn
donc 0<1-P(S <n)=n![X"] (eX(l —(1—- efx/”)”) = fp.
—+00
D’ou E[S] = Z(l —P(S <n)) (lemme 2)
n=0

Ji n! [ X"] (eX - (eX/T - 1)7">

n=0

+00  stoo

> / et " dt
n=0"0

ol la série & coefficients positifs F(X) := S0 fn X" = eX[1 — (1 —e~*/")"] a un rayon de convergence infini,

donc
+oo
E[S] = / e 'F(t)dt (convergence monotone)
0
+oo
= / [1—(1—e /M)t
0
1
1—u" ¢
= r/ Y du (chgt. de var. u =1 —e~"/")
0o 1—u
1
=7r —
£ §
=1
LT log(r). (série harmonique)
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