
Problèmes des anniversaires et du collectionneur

Question 1. Soient F un ensemble fini de cardinal r := |F | > 1, et (Xn)n∈N∗ une suite de v.a. i.i.d. selon
U(F ). À partir de quelle valeur de n ∈ N

∗, en moyenne,

1. (X1, . . . , Xn) contient deux éléments identiques ?

2. (X1, . . . , Xn) contient une occurrence de chaque élément de F ?

Lemme 2. Pour toute v.a. X à valeurs dans N,

E[X] =
+∞
∑

n=0

P(X > n).

Preuve. D’après le théorème de Fubini–Tonelli,

E[X] :=
+∞
∑

k=1

kP(X = k) =
+∞
∑

k=1

+∞
∑

n=0

1{n<k}P(X = k) =
+∞
∑

n=0

+∞
∑

k=1

1{n<k}P(X = k) =
+∞
∑

n=0

P(X > n). �

Lemme 3. Nous avons

e−r
r
∑

n=0

rn

n!
−−−−−→
r→+∞

1

2
.

Preuve. Soient (Yr)r>1 une suite de v.a. i.i.d. selon P(1). Pour tout r > 1, Zr := Y1+ · · ·+Yr est alors distribuée
selon P(r). Comme E[Y1] = V[Y1] = 1, le théorème central limite s’applique, de sorte que

Wr :=
Zr − r√

r

d−−−−−→
r→+∞

N (0, 1).

D’où e−r
r
∑

n=0

rn

r!
= P(Zr 6 r) = FWr

(0) −−−−−→
r→+∞

∫ 0

−∞

e−t2/2

√
2π

dt =
1

2
. �

Lemme 4. Soit n > 1. Le nombre de surjections de J1, nK sur J1, rK est n! [Xn](eX − 1)r.

Preuve. Soient S l’ensemble des surjections de J1, nK dans J1, rK. Notons

Q = {(B1, . . . ,Br) | (B1, . . . ,Br) est une partition de {1, . . . , n}}.

L’application f ∈ S 7−→ (f−1〈{1}〉, . . . , f−1〈{r}〉) ∈ Q est bien définie et bijective, donc |S| = |Q| d’après le
principe d’égalité. Soient B := { #—

b = (b1, . . . , br) ∈ (N∗)r |∑r
i=1 bi = n} et pour

#—

b ∈ B, Q #—

b := {(B1, . . . ,Br) |
∀1 6 i 6 r, |Bi| = bi}, de sorte que Q =

⋃

#—

b ∈BQ #—

b . Fixons
#—

b ∈ B. L’application

Sn −→ Q #—

b

σ 7−→
({

σ(j),
i−1
∑

k=1

bk < j 6

i
∑

k=1

bk

})

16i6r

est surjective, et chaque image admet b1! · · · br! antécédents, donc d’après le lemme des bergers |Q #—

b | = n!
b1!···br!

.
En vertu du principe d’addition,

|S| =
∑

#—

b ∈B

|Q #—

b | =
∑

b1,...,br>1

b1+···+br=n

n!

b1! · · · br!

= n! [Xn]

{(

+∞
∑

b1=1

Xb1

b1!

)

· · ·
(

+∞
∑

br=1

Xbr

br!

)}

(produit de Cauchy)

= n! [Xn](eX − 1)r. �

Réponse à la question 1. Notons

I := 1 + max{n ∈ N | (X1, . . . , Xn) est injective},
et S := min{n ∈ N | (X1, . . . , Xn) est surjective}.

Il s’agit de calculer les espérances de ces variables aléatoires.
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1. D’après le lemme des tiroirs, I 6 r + 1. Nous avons

E[I] =
r
∑

n=0

P(I > n) (lemme 2)

=
r
∑

n=0

P((X1, . . . , Xn) est injective)

=
r
∑

n=0

r!

(r − n)!rn
(nombre d’injections)

= r!r−r
r
∑

n=0

rn

n!
(chgt. d’indice n← r − n)

∼
r→+∞

r!r−r e
r

2
(lemme 3)

∼
r→+∞

…

πr

2
. (formule de Stirling)

2. Pour tout n ∈ N
∗, d’après le lemme 4,

P(S 6 n) = P((X1, . . . , Xn) est surjective) =
n! [Xn](eX − 1)r

rn
= n! [Xn](e

X/r − 1)r,

donc 0 6 1− P(S 6 n) = n! [Xn]
Ä

eX(1− (1− e−
X/r)r

ä

=: fn.

D’où E[S] =
+∞
∑

n=0

(1− P(S 6 n)) (lemme 2)

=
+∞
∑

n=0

n! [Xn]
(

eX − (e
X/r − 1)r

)

=
+∞
∑

n=0

∫ +∞

0

e−tfnt
ndt

où la série à coefficients positifs F (X) :=
∑+∞

n=0 fnX
n := eX [1− (1− e−

X/r)r] a un rayon de convergence infini,
donc

E[S] =

∫ +∞

0

e−tF (t)dt (convergence monotone)

=

∫ +∞

0

[1− (1− e−t/r)r]dt

= r

∫ 1

0

1− ur

1− u
du (chgt. de var. u = 1− e−

t/r)

= r

r
∑

i=1

1

i

∼
r→+∞

r log(r). (série harmonique) �
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