
Surjectivité de l’exponentielle matricielle

Rappel 1. Pour tout M ∈ Mn(C), la série
∑

n>0
Mn

n!
est absolument convergente. On peut donc définir

exp: Mn(C) −→ Mn(C)

M 7−→
+∞∑

n=0

Mn

n!
.

Si M,N ∈ Mn(C) commutent, un calcul simple montre que exp(M) exp(N) = exp(M +N).

Théorème 2. exp est surjective de Mn(C) sur GLn(C).

Démonstration. Nous devons montrer que exp(Mn(C)) = GLn(C).

exp(Mn(C)) ⊆ GLn(C). Soit M ∈ Mn(C). Alors

exp(M) exp(−M) = exp(M −M) = exp(0n) = Idn,

donc exp(M) ∈ GLn(C) (et exp(M)−1 = exp(−M)).

GLn(C) ⊆ exp(Mn(C)). Nous allons montrer le résultat plus fort suivant :

∀A ∈ GLn(C), ∃B ∈ C[A], exp(B) = A. (⋆)

Soit A ∈ GLn(C). Notons λ1, . . . , λk ∈ C
∗ ses valeurs propres, α1, . . . , αk ∈ N

∗ leurs multiplicités respec-
tives. Nous montrons (⋆) en considérant plusieurs cas.

1. A est diagonalisable. Il existe donc P ∈ GLn(C) tel que

P−1AP =

á

λ1Idα1

λ2Idα2

. . .

λkIdαk

ë

=: D.

Soit, grâce à la surjectivité de exp: C → C
∗, µi ∈ C tel que λi = exp(µi), 1 6 i 6 k. Si l’on pose

Li(X) :=
k∏

j=1

j 6=i

X − λj

λi − λj
, 1 6 i 6 k,

et L(X) :=
k∑

i=1

µiLi,

de sorte que L(λi) = µi pour tout 1 6 i 6 k (polynômes d’interpolation de Lagrange), alors D =
exp(L(D)), puis par conjugaison et continuité du produit matriciel, A = exp(L(A)).

2. A s’écrit A = Idn +N où N est nilpotente. Soit r l’indice de nilpotence de N . Soient

P (X) :=
r−1∑

i=1

(−1)i−1X
i

i
,

et Q(X) :=
r−1∑

i=0

Xi

i!
.

Comme P (N)r = 0, nous avons

exp(P (N)) =
+∞∑

i=0

P (N)i

i!
=

r−1∑

i=0

P (N)i

i!
= Q ◦ P (N).

Nous allons voir que B := P (N) est bien un logarithme de A. Pour cela montrons que le polynôme Q ◦ P
est de la forme Q ◦ P (X) = 1 + X + XrT (X) où T ∈ C[X]. Lorsque x → 0, d’après la formule de
Taylor-Young,

log(1 + x) = P (x) + o(xr−1),

exp(x) = Q(x) + o(xr−1),
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donc

1 + x = exp(log(1 + x))

= Q(P (x) + o(xr−1)) + o(xr−1)

= Q ◦ P (x) + o(xr−1).

Par unicité du développement limité de Q ◦ P à l’ordre r − 1, on en déduit l’existence de T ∈ C[X] tel
que Q ◦ P (X) = 1 + X + XrT (X). D’où Q ◦ P (N) = Idn + N + NrT (N) = Idn + N = A. Finalement
A = exp(P (N)) = exp(P (A− Idn)).

3. A est quelconque. D’après la décomposition de Dunford, il existe deux matrices D,N ∈ C[A] telles que D
est diagonalisable avec SpD = SpA, N est nilpotente, et A = D+N = D(I+D−1N). D est diagonalisable
donc par le premier cas il existe B1 ∈ C[D] ⊆ C[A] tel que D = exp(B1). D

−1N est nilpotente donc par
le deuxième cas il existe B2 ∈ C[I +D−1N ] ⊆ C[A] tel que I +D−1N = exp(B2). Finalement, puisque
B1, B2 ∈ C[A] commutent, nous avons A = exp(B) où B := B1 +B2 ∈ C[A], et (⋆) est alors prouvé dans
tous les cas. �

Corollaire 3. GLn(C) est connexe par arcs.

Démonstration. Soient A,A′ ∈ GLn(C). D’après le théorème 2 il existe deux matrices B,B′ ∈ Mn(C) telles
que A = exp(B) et A′ = exp(B′). Alors t ∈ [0, 1] 7→ exp((1− t)B + tB′) ∈ GLn(C) est un chemin continu de A
vers A′ dans GLn(C). �

Corollaire 4. exp(Mn(R)) := {A ∈ GLn(R) | ∃N ∈ Mn(R), A = B2}.

Démonstration. Soit A ∈ GLn(R). Si A = exp(A′) avec A′ ∈ Mn(R), alors A = B2 où B := exp(A′/2).
Réciproquement, s’il existe B ∈ Mn(R) telle que A = B2, alors B ∈ GLn(R) ⊂ GLn(C) et d’après le théorème 2
il existe aussi P ∈ C[X] tel que B = exp(P (B)). D’où B = exp(P (B)), et par produit A = B2 = BB =
exp((P + P )(B)), avec (P + P )(B) ∈ Mn(R) car P + P ∈ R[X]. �
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