
Table de caractères de S4

Groupe des isométries préservant le tétraèdre régulier. Soit T un tétraèdre régulier de sommets {T1, T2, T3, T4}
centré à l’origine O (cf. dessin). On s’intéresse au sous-groupe GT des isométries de R3 stabilisant T . Soit g ∈ GT .
Comme g et g−1 sont des applications affines, elles préservent les barycentres et donc aussi les sommets de T .
Il en résulte que g induit une permutation des sommets de T . Comme ceux-ci forment un repère affine de R

3,
g ∈ GT est uniquement déterminé par la permutation engendrée sur les sommets, et GT s’identifie alors à un
sous-groupe de S4 [Rau]. On observe cinq types d’isométries.

1. L’identité – de trace 3.

2. Les 6 réflexions par rapport au plan médiateur d’une arête, transposant deux sommets de T . Par exemple,
la réflexion par rapport au plan contenant l’arête [T2, T3] et passant par le milieu E1 de [T1, T4]. Sa matrice

dans la base (E1, E2, E3) est
(

1 0 0
0 0 −1
0 −1 0

)

, de trace 1. Ces isométries correspondent aux transpositions (a, b)

de S4.

Les transpositions engendrant S4, l’injection Θ: g ∈ GT 7→ g|{T1,T2,T3,T4} ∈ S{T1,T2,T3,T4}
∼= S4 est aussi

surjective ; d’où GT
∼= S4.

3. Les 8 rotations d’angle ±2π/3, permutant les sommets d’une face de façon circulaire. Par exemple la
rotation d’axe (O, T4) qui envoie T1 sur T2, T2 sur T3 et T3 sur T1. Sa matrice dans la base (E1, E2, E3)

est
Ä

0 0 1
1 0 0
0 1 0

ä

, de trace 0. Elles correspondent aux 3-cycles de S4.

4. Les 3 demi-tours par rapport à l’axe passant par les milieux de deux arêtes opposées, échangeant les
extrémités de ces arêtes. Ils correspondent aux doubles transpositions de S4. Par exemple, le retournement

d’axe (O,E3) permute [T1, T2] et [T3, T4]. Sa matrice dans la base (E1, E2, E3) est
(

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

)

, de trace −1.

5. Les 6 isométries indirectes composées d’une rotation d’une face avec une réflexion par rapport au plan
médiateur de l’une des arêtes de cette face. Elles correspondent aux 4-cycles de S4 : (a, d)(a, b, c) =

(a, b, c, d). Une telle isométrie a pour matrice
(

0 0 1
0 −1 0
−1 0 0

)

, de trace −1.
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(a) Points des cube et tétraèdre réguliers

Id (a, b) (a, b, c) (a, b)(c, d) (a, b, c, d)
1 1 1 1 1 1
ε 1 -1 1 1 -1
χs 3 1 0 -1 -1
εχs 3 -1 0 -1 1
χt 2 0 -1 2 0

(b) Table de caractères de S4

Table de caractères de S4. S4 admet 5 classes de conjugaison qui correspondent aux 5 types de décomposi-
tions en cycles à supports disjoints, donc admet aussi 5 représentations irréductibles.

• Le seul morphisme S4 → C
∗ non trivial est la signature ε (il doit envoyer les transpositions sur −1), d’où

2 caractères irréductibles de degré 1 (on a d’ailleurs D(S4) = A4 et S4/A4
∼= Z/2Z).

• La représentation de S4 via GT fournit un troisième caractère χs, de degré 3. Elle est bien irréductible
car 〈χs, χs〉 =

1

24
(1 · 32 + 6 · 12 + 8 · 02 + 3 · (−1)2 + 6 · (−1)2) = 1.

• Une autre représentation de degré 3 est associée au groupe des déplacements (isométries directes) G+

C

préservant le cube C := T1T
′
2T4T

′
3T

′
4T3T

′
1T2 : afin de conserver les distances une telle isométrie doit ou bien

préserver T et −T (le tétraèdre de sommets T ′
1, T

′
2, T

′
3, T

′
4, symétrique de T par rapport à O), ou bien les

échanger. G+

C est donc constitué des 12 déplacements de GT et des 12 compositions des antidéplacements
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de GT avec la symétrie centrale −Id :

Ψ: GT

∼=
−→ G+

C

f 7−→ (det f)f.

Avec la représentation s : S4

∼=
−→ GT on a ε(σ) = det(s(σ)) pour tout σ ∈ S4, d’où une représentation

ρ = Ψ ◦ s : S4

∼=
−→ G+

C

σ 7−→ ε(σ)s(σ)

de caractère associé εχs, qui est bien irréductible.

• La dernière représentation t s’obtient par orthogonalité des colonnes de la table de caractères. (On peut
aussi l’obtenir par “relèvement” de l’unique représentation irréductible de degré 2 de S3, quotient de S4

par le groupe de Klein 〈(a, b), (c, d)〉 ∼= V4.)
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