THEOREME TAUBERIEN FORT

Théoréme 1. Soit Yu,z™ une série entiére de rayon de convergence 1 telle que sa somme f(z) tend vers ¢
lorsque  — 1~ (convergence au sens d’Abel). On suppose que (u,)nen est réelle et que Vn € N, nu, < A
pour un certain A € R. Alors Yu,, est CV (de somme ).

Démonstration.

1. Heuristique. Soit x = 11 ;). Pour tout N € N*, z := = 27~ vérifie S0 wnx (@) = SN uy,. Nous allons
donc estimer la somme partielle ™2 u,, (pour N grand) a I’aide d'un encadrement de S°,20 w,, x (™) — ¢
lorsque z — 17. Il nous suffira d’encadrer y entre deux fonctions polynomiales.

Soit ¢(z) == == siz € [0, 5[ et ¥(x) == L six € [$,1]. Sip;, ¢ (i =1,2) sont deux fonctions polynomiales
telles que
pi(x) =z + x(l — z)g;(x) pour tout = € [0, 1],
alors (en considérant séparément [0, %[ et [%, ) pr€<x < @ <Yetx <p2 < ¢ < go. Aussi,
p1(0) = p2(0) =0, p1(1) = p2(1) = 1. On va obtenir une approximation de x & partir d’une approximation
de . Fixons € > 0.

2. Approximations polynomiales. On construit d’abord (voir figure 1) deux fonctions 1,19 € C([0,1]) telles
que Y1 <Y <Py et 0 < fol (Y2(z) — Y1 (x))de < /2. Puisque ;1 et ¥, sont continues, il existe d’aprés le
théoréme de Weierstrafs deux fonctions polynomiales ¢, ¢2: [0,1] — R telles que |1 — (¥1 —&/4)||00 < €/8
et ||(¢2 +¢/4) — g2|loo < €/8, en particulier 1 —e/4 < q1 < 91 et Pg < g2 < Yo +¢/4. Dot ¢1 < 91 <
¥ < g < go et en écrivant go — q1 = (g2 — ¥2) + (2 — 1) + (¥1 — ¢1) on en déduit que

1
g e g
/O (QZ(‘T) - Q1(£U))dac < Z + 5 + Z =e.

3. Estimation de I’approximation. Montrons que

1
Zunpl —>€pl( )=4{ et (1—2) ZQZ q;(t)dt.
0

r— 1—>1—

Par linéarité il suffit de vérifier cela dans les cas ot p;: x +— 2! et ¢;: # — 2¥, k € N. Pour tout

€ [0,1], 281 € [0,1] donc Suy, (x¥*+1)™ est convergente de somme f(z*+1), ce qui tend vers ¢ lorsque
r — 17 par hypothése. Aussi, ¥(2")*2™ est convergente pour tout = € [0,1] et a pour somme 1_m++1,

donc (1 —z) 029 (a™)ka™ = m tend vers I%',—l = fol rFdx.

4. Encadrement. Soit 0 < a < 1. Il existe N € N tel que a”V < %, si bien que x(z™) = 0 pour tous = € [0,a] et
n = N. D’ou Zu,x(z™) converge uniformément sur tout segment [0,a] C [0, 1]. Soit = € [0, 1[. Alors

+oo +o0
D unx(@™) =Y unpi(z™) Zun ~ (™) (D) = pr(1) = 1)
n=0 n=0

< AZ %(X(m") —pi(z™)) (nu, < Aet x —p; =0)

AZ —pi(z")) (x <paet A>0)

—Azl‘x (@™ - a ()"

+oo

<A1 -2) S (@) - a@m)a".

n=1
+oo

“+o0
Aussi, Z Uppo(x” Z up X (2 A(l — ) Z(QQ@") —qi(z"))z".
n=0

n=1

(La derniére inégalité provient de 0 < 1% =(1- x)% < 1 pour tous z € [0,1] et n € N*.)

D’aprés ce qui précéde cette derniére majoration tend vers A fol(qz (t) — q1(t))dt < Ae lorsque x — 1~
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Mais Z:ﬁ% Unp; (™) =l pour ¢ € {1,2}. On en déduit lexistence de 0 < 7 < 1 tel que, pour tout

x €]l —mn,1],
+o0 too

Z upx(@™) < (A+1De+4, et Z upXx(x™) =€ — (A+ 1)e,

n=0 n=0

ce qui signifie
< (A+1e.

—+oo

D unx(a") — ¢
n=0

onclusion. Soient N € N* tel que 1 —7 < 2™~ < 1let m> N. Alors z := 2~ w € ]1 —1n,1[, et

i Up — £
n=0

et cela pour tout m > N. En conclusion Yu,, est CV, de somme /.
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FIGURE 1 — Approximations de 1.
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